Efecto Josephson y propiedades de transporte en sistemas superconductores con nanoestructuras de carbono by Manjarrés Gonzalez, Diego Antonio
Efecto Josephson y propiedades de transporte en
sistemas superconductores con nanoestructuras de
carbono
Diego Antonio Manjarrés Gonzalez
Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias, Departamento de F́ısica
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Ortega por haber léıdo cuidadosamente este trabajo, y por sus comentarios y sugerencias acerca de la
Tesis.
A la Facultad de Ciencias por haberme otorgado la beca Auxiliar Docente durante el segundo semestre
de 2011.
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Resumen
Se investiga el efecto Josephson DC en una juntura superconductor-grafeno-superconductor en los
reǵımenes corto y largo. Los estados ligados de Andreev dependen de la enerǵıa de Fermi EF y lon-
gitud de la juntura. El espectro de enerǵıa oscila como función de EF y la degeneración se puede
romper considerando los diferentes procesos de dispersión en los valles. Las contribuciones del espectro
de enerǵıa discreto y del continuo han sido tomadas en cuenta. El acoplamiento en las interfaces se
modela por medio de la aproximación Hamiltoniana, la dependencia con la fase de la corriente cŕıtica
Ic es calculada para valores arbitrarios de temperatura T y EF , lo cual generaliza resultados previos.
La Ic y el “skewness”S exhiben puntos cŕıticos como función de EF , lo cual puede ser explicado por
las resonancias de Klein. La dependencia S vs. T es determinada, y nuestro enfoque da cuenta de la
supresión de S en cercańıas del punto de Dirac, lo cual ha sido medido recientemente. En el reǵımen
largo, Ic exhibe un decaimiento exponencial con T , el cual ha sido medido recientemente. Para in-
terfaces no ideales, las curvas para borde “armchair”y zigzag están fuera de fase y las condiciones de
cuantización de las nanocintas llegan a ser relevantes. Para una juntura Josephson topológica con un
punto cuántico como región intermedia, la relación corriente fase presenta un comportamiento anómalo
como consecuencia de los estados ligados de Majorana, y depende del voltaje aplicado entre el punto
y un tercer electrodo en el estado normal.
Palabras clave: Grafeno, Efecto Josephson, Corriente cŕıtica, “Skewness”, Bordes “arm-
chair”y zigzag, Estado ligado de Majorana, Modelo de Kitaev.
v
Abstract
In this doctoral thesis, DC Josephson effect is investigated for a superconductor-graphene-superconductor
junction in both short and long junction regimes. The Andreev bound states depend of graphene Fermi
energy EF and junction length. It is shown that the energy spectrum oscillates as a function of EF and
the degeneracy can be broken considering different valley dispersion processes. Both continuous and
discrete energy spectrum contributions have been taken into account. The coupling between normal
and superconducting regions is modeled through Hamiltonian approach, the phase dependence of the
critical current Ic is calculated for arbitrary temperature T and doping level, which generalizes pre-
vious results. It is shown that Ic and skewness S exhibit critical points as a function of EF , which can
be explained by Klein resonances. The S vs. T dependence is determined, and our approach allows
to account for S suppression in the vicinity of Dirac point, which is in correspondence with recent
experiments. In the long junction regime, Ic exhibits an exponential decay law with T , which has been
measured recently. For non-ideal interfaces, the curves for armchair and zigzag cases are out of phase
and quantization conditions of nanoribbon bound states become relevant. For a topological Josephson
junction with a quantum dot as intermediate region, the current phase relation obtained is different
to those of conventional Josephson junction as consequence of Majorana bound states, the behavior
depends of voltage applied between dot and a third lead in the normal state.
Keywords: Graphene, Josephson effect, Critical current, Skewness, Armchair and zigzag
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3.2.2. Análisis del espectro de enerǵıa para el caso de incidencia general . . . . . . . . 41
4. Funciones de Green y cálculo de la corriente Josephson 51
4.1. Cálculo de las funciones de Green del sistema acoplado . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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Fermi del superconductor es EFS = 1eV , y una diferencia de fase nula. Se ilustra
el comportamiento para EF/∆ = 1.4. a) Solución de la ecuación (3.38), b)Solución
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acopla a través de los electrodos con los parámetros de “hopping”tL y tR. Se considera el
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Caṕıtulo 1
Introducción
Con la adjudicación del premio Nobel de f́ısica del año 2010 a Andre Geim y Konstantin Novoselov por
sus aportes en la investigación básica del grafeno, el estudio de las propiedades de transporte electróni-
co en interfaces grafeno - superconductor ha cobrado auge en la comunidad cient́ıfica. El grafeno es una
capa monoatómica de grafito que fue aislada y caracterizada en el año 2005 [1]. El grafeno presenta un
espectro de enerǵıa análogo al de part́ıculas ultrarelativistas, aśı como un efecto Hall cuántico anómalo.
Es de interés examinar el transporte electrónico en junturas que involucren el grafeno, en especial en
contacto con superconductores, donde la presencia de reflexiones de Andreev especulares [2–4] influyen
sobre las propiedades de transporte electrónico. El grafeno presenta dos tipos de frontera “armchair”y
zigzag, las cuales dependiendo de su ubicación en interfases con superconductores, influyen sobre el
espectro de enerǵıa, la conductancia y la corriente.
Figura 1.1: Movilidades de dispositivos de grafeno sobre diferentes substratos: SiO2; SrT iO3; h−BN ;
SAMs monocapas autoensambladas. La figura fue tomada de la referencia [1], y las referencias citadas
son de la misma fuente.
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Figura 1.2: Ancho de las nanocintas de grafeno obtenidas mediante diferentes métodos de fabricación.
La figura fue tomada de la referencia [1], y las referencias citadas son de la misma fuente.
Con el fin de buscar tecnoloǵıas alternativas a la del silicio ha habido una constante búsqueda de nue-
vos materiales cuyas propiedades electrónicas puedan ser sintonizadas por medio de campos eléctricos
y magnéticos. El grafeno es uno de los candidatos para el desarrollo de la electrónica [5–19], mediante
su implementación en transistores [5–8, 11, 12, 18, 20, 21]. Con el grafeno se desea llegar al ĺımite de
la ley de Moore, y desarrollar nuevos dispositivos. En ese proceso de miniaturización los valores de
movilidad que presenta el grafeno hace que posea ventajas frente al silicio. En la Fig. 1.1 se ilustra el
estado actual de los valores de movilidad obtenidos por diferentes técnicas, el estudio de peĺıculas de
grafeno suspendido no está incluido, pero para este caso se reportan altos valores de movilidad [12,22].
En el desarrollo de transistores de efecto de campo (FET) se está investigando actualmente utilizar el
grafeno (GFET) como uno de los canales conductores [5, 6, 23].
Es deseable una ingenieŕıa del gap en nanoestructuras compuestas por grafeno con el fin de desarro-
llar dispositivos electrónicos, para ello se han empleado métodos qúımicos [24], y la producción de
nanocintas de grafeno delgadas [23, 25], con bordes tipo “armchair”y zigzag [26, 27] (ver Fig. 1.2). La
ventaja radica en que sin cambiar el material base que es carbono se pueden generar nanoestructuras
compuestas por materiales semiconductores y conductores. Para los dispositivos es deseable nanocintas
de grafeno con anchos W ≈ 10nm.
Uno de los aspectos importantes en el desarrollo de dispositivos electrónicos es que los materiales sean
sensibles a la aplicación de campos eléctricos y magnéticos y sean fácilmente sintonizables. El grafeno
cumple con estos requisitos al poder sintonizarse su nivel de Fermi bajo la aplicación de un voltaje de
“gate”sobre la peĺıcula, donde dependiendo del voltaje de operación, se pueden inducir concentraciones
de electrones o huecos [1], lo cual es interesante desde el punto de vista de aplicaciones ya que el tipo
de portador se puede controlar mediante un voltaje aplicado.
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Actualmente se desea integrar el grafeno en la electrónica con dispositivos que sean flexibles [28,29], en
ese sentido se han estudiado dispositivos para aplicaciones en tecnoloǵıa de paneles táctiles en dispo-
sitivos electrónicos, celdas solares, sensores de deformación, y biosensores. Por último cabe mencionar
que está siendo investigado la posibilidad de que el grafeno sea un sistema en el cual la velocidad de
Fermi de los electrones sea comparable o mayor a la velocidad de la luz en el material, abriendo nuevas
posibilidades en el campo de la plasmónica, estudiándose el efecto Čerenkov [30].
Las nuevas propiedades de transporte que se examinan al introducir barreras de potencial en la peĺıcula
de grafeno [31, 32], son relevantes ya que factores como defectos y desorden que aparecen experimen-
talmente sobre la peĺıcula de grafeno, van a tener menor influencia debido a la paradoja de Klein, en
donde se tienen resonancias en la transmisión, para ciertos ángulos de incidencia.
En una interfase normal superconductor para enerǵıas de excitación menores al gap superconduc-
tor, se puede presentar una reflexión de Andreev la cual es una dispersión electrón-hueco o hueco-
electrón [33–36]. Este tipo de reflexiones son retroreflexiones, donde se invierte el signo de la velocidad
de grupo en la interfase. Para el caso del grafeno se puede modificar el nivel de Fermi [8,37–39], de tal
manera que su nivel de Fermi cambie y sea diferente de 0. Para EF > 0, dependiendo del valor que
tome la enerǵıa de excitación ǫ del electrón incidente, podemos tener huecos reflejados en la banda
de valencia (ǫ > EF ) o en la banda de conducción (ǫ < EF ). Lo anterior tiene como consecuencia
que dependiendo del tipo de reflexiones, intrabanda o interbanda, podamos tener retroreflexiones de
Andreev o reflexiones de Andreev especulares [3,4], ya que debido al tipo de banda, las velocidades de
grupo cambian de signo.
La presencia de un nuevo tipo de reflexiones de Andreev, trae como consecuencia que las propiedades
de transporte en junturas superconductoras que involucren al grafeno se vean afectadas. La estructura
de los niveles de Andreev [40–44] debe ser influenciada ya que estos niveles se originan debido a la
interferencia de cuasipart́ıculas que ocurre debido a las reflexiones de Andreev en interfases NS (N:
metal normal, S: superconductor). Estos niveles de enerǵıa aparecen en varios tipos de junturas ta-
les como: SNS, INS (I: material aislante), SINS, SNINS y han sido determinados en junturas que
involucran superconductores anisotrópicos [41, 42, 45], siendo importantes para el estudio del efecto
Josephson [40,46]. Para el caso en que los superconductores posean simetŕıa d, los niveles de Andreev
presentan estados con enerǵıa cero (ZES ), los cuales ocasionan picos en la conductancia diferencial y
son importantes para el estudio de superconductores de alta temperatura cŕıtica [47].
Cuando el nivel de Fermi se ubica en la banda de valencia o conducción se denomina un dopado tipo
p o n respectivamente. En junturas npn se examina el tunelamiento de Klein, donde se observa por
ejemplo que a incidencia normal la transmisión es perfecta, lo cual refleja el hecho de que la probabili-
dad de transmisión de cuasipart́ıculas para enerǵıas de excitación menores a la altura de la barrera es
igual a la unidad, lo cual contrasta con el resultado conocido de mecánica cuántica que se tiene para
el tunelamiento de electrones en barreras de potencial. Además la manipulación del nivel de Fermi en
las estructuras con base en grafeno ha permitido desarrollar el estudio de lentes de Veselago [48, 49],
permitiendo realizar un enfoque selectivo para electrones y huecos. Es por lo tanto de interés examinar
el comportamiento de la corriente Josephson cuando el elemento de enlace entre los dos superconduc-
tores es una juntura pn o np.
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Se han realizado estudios teóricos de dispositivos con peĺıculas de grafeno para hacer interruptores,
controlados por campos magnéticos [9] y en una juntura Josephson SGS (G: grafeno), mediante el
control de la corriente cŕıtica [10]. También se han analizado las reflexiones de Andreev cruzadas en
un transistor bipolar [20], y la posibilidad de utilizar el grado de libertad asociado a los valles de la
estructura de bandas para realizar electrónica con monocapas [15]. Recientemente se logró manipular
experimentalmente el grado de libertad de los valles en nanoestructuras de bicapas de grafeno bajo
el control de un campo magnético [50]. Parte de esta tesis va dirigida hacia el estudio de junturas
Josephson SGS, en las cuales se analiza el comportamiento de la corriente cŕıtica, la cual se puede
modificar a través del voltaje de “gate”aplicado a la peĺıcula de grafeno [51–53], lo cual marca una
diferencia notable respecto a las junturas Josephson convencionales donde la corriente cŕıtica es fija
para una temperatura dada y un campo magnético aplicado. Este tipo de sintonización es deseable en
circuitos cuánticos basados en superconductores, los cuales están siendo investigados con la posibilidad
de ser implementados en circuitos lógicos o como amplificadores.
El comportamiento de la corriente Josephson en una juntura SGS, depende del comportamiento de sus
niveles de Andreev y de los estados del continuo, por lo tanto, es de interés examinar las consecuencias
que trae la aparición de las nuevas reflexiones de Andreev especulares sobre el espectro de enerǵıa y por
lo tanto sobre la corriente Josephson de la juntura. Con este propósito el primer problema consiste en
determinar el comportamiento de la densidad de estados de una juntura SGS, la cual da información de
los niveles de Andreev discretos que existen por debajo del gap superconductor, y el comportamiento
del espectro de enerǵıa del continuo. La segunda parte consiste en determinar por medio de la densidad
de estados la corriente Josephson y su comportamiento con la temperatura y el dopaje.
La influencia del tipo de frontera en las interfases la cual puede ser de tipo “armchair”o zigzag, sobre el
comportamiento de la corriente Josephson es un aspecto que ha sido poco estudiado. Solo recientemen-
te algunos autores han mencionado el efecto de considerar o no la mezcla de valles de la estructura de
bandas en el cálculo de la corriente cŕıtica [54], sin embargo, sus argumentos no están fundamentos en
explicar cómo el espectro de enerǵıa afecta el comportamiento de la corriente. Por lo tanto se justifica
un análisis acerca del comportamiento de la corriente con respecto al tipo de frontera de las interfases,
para diferentes parámetros de interés como la temperatura, la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula, y la
longitud de la región normal.
Se ha observado el efecto Josephson DC en junturas SGS, donde el papel de la región normal lo toma
una peĺıcula de grafeno [55]. Para ello, se han fabricado junturas cuya longitud de la peĺıcula de grafeno
vaŕıa entre 100nm y 500nm, y con una razón entre el ancho y la longitud de la nanocinta que vaŕıa de
10 a 30 [56]. Esta peĺıcula se conecta a electrodos que son una bicapa de aluminio-titanio, los cuales
son depositados por nanolitograf́ıa. El hecho de que se transporte una supercorriente en ausencia de
voltaje a través de la juntura, indica que la peĺıcula de grafeno hace el papel de un enlace débil entre
los dos superconductores y que permite el transporte coherente de los portadores de carga.
En la figura 1.3 se ilustra el comportamiento de la resistencia diferencial, la región amarilla corres-
ponde al valor cero e indica la región de supercorrientes, se observa que la supercorriente puede ser
transportada tanto por electrones como por huecos (voltajes de operación positivos y negativos respec-
tivamente), esto es de interés ya que este tipo de junturas pueden operar como transistores bipolares
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a) b)
Figura 1.3: a) Imagen de un microscopio de fuerza atómica de una peĺıcula de grafeno entre dos elec-
trodos superconductores; b) Gráfica de contorno de la resistencia diferencial en función de la corriente
y del voltaje “gate”aplicado sobre la peĺıcula, la región amarilla corresponde al valor cero y identifica
la región de supercorrientes. La curva azul representa la conductancia en el estado normal. La figura
fue tomada de la referencia [2].
en donde la supercorriente es transportada por pares de huecos cuando el nivel de Fermi está en la
banda de valencia y por pares de electrones cuando el nivel de Fermi se encuentra en la banda de
conducción [55]. Es importante mencionar que existe una asimetŕıa alrededor del punto de Dirac en
las curvas de resistencia diferencial que permanece sin ser explicada, la cual también es observada en
el comportamiento de la conductancia en el estado normal (ver Fig. 1.3).
A diferencia de junturas Josephson SIS convencionales, estudios teóricos en junturas SIS basadas en
grafeno [57], predicen que la corriente cŕıtica que fluye a través de la juntura presenta oscilaciones con
el ancho y la altura de la barrera de potencial que modela el material aislante, y en el ĺımite de una
barrera delgada, la corriente cŕıtica oscila con la fortaleza de la barrera.
También se han investigado las propiedades de transporte en junturas Josephson cuando el ancho
W de las nanocintas se va disminuyendo, acercandóse al problema de un contacto cuántico [58, 59].
A diferencia de junturas convencionales se ha observado que los modos evanescentes de la peĺıcula
contribuyen al transporte de la supercorriente. El estudio teórico de junturas Josephson SGS se ha
realizado en la literatura [51, 57, 60–62], considerando condiciones de frontera que se aplican directa-
mente sobre las soluciones de las ecuaciones de Bogoliubov - de Gennes - Dirac, y no sobre la función
de onda que involucra la superposición de las soluciones en ambos valles de la estructura de ban-
das. En este trabajo se plantea tener en cuenta el efecto del tipo de frontera: “armchair”o zigzag, y
por ende la mezcla de valles de la estructura de bandas, sobre las propiedades de transporte electrónico.
Para visualizar el impacto en la comunidad académica que ha tráıdo el análisis de las propiedades
electrónicas del grafeno, y el estudio del efecto Josephson en nanoestructuras que lo involucren, en el
apéndice A se presenta un corto análisis bibliométrico.
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El comportamiento de la relación corriente fase para una juntura Josephson ha sido estudiado en dife-
rentes trabajos [51,54,63–66]. La presente tesis se propone completar estos estudios al plantearse varios
propósitos: i) Determinar si el comportamiento de la corriente Josephson con la diferencia de fase su-
perconductora depende del tipo de frontera de la interfase [54]; ii) Establecer si el comportamiento del
“skewness”es lineal en función de la corriente cŕıtica Josephson [66], y caracterizarlo en función de los
diferentes parámetros tales como enerǵıa de Fermi y longitud de la peĺıcula de grafeno; iii) Contrastar
nuestros resultados con algunos datos experimentales que se han obtenido [64, 65]; iv) Determinar el
comportamiento de la corriente cŕıtica Josephson en función de la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula, en
particular examinar el efecto de tener una juntura pn como enlace entre los superconductores.
Recientemente, varios trabajos tratan la f́ısica de los fermiones de Majorana en sistemas de materia
condensada [67–70]. Unos de los principales rasgos es que las junturas Josephson basadas en super-
conductores topológicos exhiben un efecto Josephson de periodicidad 4π [67]. En esta tesis, se calcula
la corriente Josephson para la juntura topológica usando el modelo de la cadena unidimensional de
Kitaev [71], el cual es un modelo tight binding que describe un superconductor con apareamiento tipo
p [72], y el grado de libertad del esṕın no es relevante. Existen diferentes propuestas con el propósito de
dar evidencia experimentalmente de los fermiones de Majorana en sistemas de materia condensadae-
videncia [70]. Una de las motivaciones del art́ıculo original de Kitaev, es mostrar que las excitaciones
de Majorana son candidatos ideales para computación cuántica [71].
En el primer caṕıtulo se introduce los conceptos básicos para abordar el problema del efecto Josephson
en junturas donde el papel de enlace débil lo toma una peĺıcula de grafeno, se presentan los Hamil-
tonianos que modelan al grafeno, y al superconductor. Se presenta la relevancia de las reflexiones de
Andreev, se explica en que consiste el tunelamiento de Klein en el grafeno. Se aborda el concepto de
dopaje en una peĺıcula de grafeno, lo cual es una propiedad importante ya que se puede sintonizar
mediante un campo eléctrico aplicado. Se presenta el sistema de estudio. Se trata el tema de los tipos
de borde que posee una nanocinta, y el avance experimental reciente en su fabricación.
En el segundo caṕıtulo se muestran los resultados obtenidos para el espectro de enerǵıa de la juntura
Josephson SGS, con base en las soluciones de las ecuaciones de Bogoliubov - de Gennes - Dirac. Se
muestra como para algunos casos las expresiones se reducen al espectro de enerǵıa de junturas Jo-
sephson convencionales. Se analiza el degeneramiento de los niveles de Andreev, y su comportamiento
en función de la diferencia de fase superconductora, longitud y dopaje de la peĺıcula de grafeno. Se
enfatiza sobre el efecto en el espectro de enerǵıa de considerar ambos valles de la estructura de bandas
en la función de onda de las cuasipart́ıculas.
En el tercer caṕıtulo introducimos el formalismo de las funciones de Green para las ecuaciones de
Bogoliubov- de Gennes- Dirac y su aplicación para el cálculo de la corriente Josephson en estructuras
que involucran grafeno, se muestra expĺıcitamente cómo se determina la función de Green de equilibrio
perturbada para la juntura, a partir de la cual es posible obtener la densidad de estados y calcular la
corriente considerando tanto la contribución de los niveles discretos de Andreev como los del continuo.
En el cuarto caṕıtulo se muestran y analizan los resultados obtenidos para la juntura Josephson SGS
con base en las funciones de Green perturbadas. La corriente cŕıtica y el “skewness”presentan una co-
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rrelación en su comportamiento, el cual es modulado por la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula de grafeno.
Se emplea como argumento el tunelamiento de Klein para dar explicación a la aparición de cambios de
concavidad en las curvas de corriente cŕıtica y de máximos y mı́nimos en las curvas de Skewness. Para
una juntura Josephson con una juntura pn como enlace entre los superconductores, se muestra los
cambios que ocurren en las curvas de corriente cŕıtica y en la relación corriente - fase, para diferentes
valores y razones de las enerǵıas de Fermi de las peĺıculas de grafeno.
En el quinto caṕıtulo se estudia el efecto Josephson en un sistema compuesto por dos aislantes to-
pológicos superconductores tomando como enlace débil un punto cuántico. Se calculan las funciones de
Green perturbadas empleando el modelo de Kitaev para una cadena lineal. La relación corriente - fase
que se obtiene es diferente a la obtenida en junturas Josephson convencionales debido a la presencia de
estados ligados de Majorana en la juntura. La conductancia diferencial que se calcula entre el punto
cuántico y un tercer electrodo refleja la dependencia con la fase del estado de Majorana. Se muestra
como la relación corriente - fase es afectada mediante la inyección de corriente con un voltaje aplicado
a través de un tercer electrodo, los efectos que se observan pueden ser atribuidos al transporte de
fermiones de Majorana entre los superconductores.




El uso de materiales superconductores en junturas con diferentes materiales ha dado origen a pro-
piedades de transporte que no son usuales con otro tipo de materiales, debido principalmente a la
existencia del parámetro de orden o potencial de pares ∆ que ocasiona dispersiones electrón-hueco o
hueco-electrón [33–36] (Reflexiones de Andreev). Estas reflexiones pueden ocurrir cuando un electrón
con enerǵıa ǫ < |∆|(medida desde el nivel de Fermi) es inyectado desde una región normal a una
interface donde el potencial de pares vaŕıa (ver Figura 2.1). Pueden ocurrir dos procesos: i) el electrón
es reflejado como electrón (reflexión normal), ya que el potencial de pares actúa como una barrera de
potencial y existe una probabilidad no nula de que el electrón se refleje en la interface; ii) el electrón
es reflejado como un hueco, ya que aunque el electrón no puede transmitirse como cuasipart́ıcula o
excitación elemental a la región superconductora, éste puede inducir un par de Cooper en la región
superconductora, reflejandóse un hueco y conservandóse la carga total del sistema.
La reflexión de Andreev es un proceso de dispersión elástico en el cual la enerǵıa se conserva. Adicio-
nalmente el esṕın y el momento en la dirección tranversal a la interface se conservan. Es utilizada para
estudiar aspectos termodinámicos, efecto Josephson, dinámica de vórtices, y propiedades de transporte
en superconductores anisotrópicos, las cuales son fundamentales tanto del punto de vista teórico como
experimental para determinar la simetŕıa del potencial de pares en superconductores de alta tempera-
tura cŕıtica, ver por ejemplo [45]. Además de las reflexiones de Andreev usuales se presentan también
reflexiones de Andreev no locales, las cuales suceden en multicontactos superconductores o en junturas
NISIN [73, 74].
Un material que ha cobrado importancia para el estudio de transporte electrónico en diferentes siste-
mas es el grafeno. Su obtención y caracterización se logró en el año 2005 [1,19,75,76], por estos trabajos
A. Geim y K. Novoselov recibieron el premio Nobel de F́ısica en el año 2010. Este material el cual
presenta un espectro de enerǵıa de tipo relativista, ha abierto un campo importante de investigación
alrededor de sus propiedades y sus diversas aplicaciones, siendo de interés extender los estudios de
transporte electrónico en junturas que involucren el grafeno. Este tipo de investigaciones junto con
el interés de desarrollar una mejor tecnoloǵıa en electrónica ha fomentado la investigación básica y
aplicada en el área de f́ısica de la materia condensada. Por otro lado, en los últimos años ha habido una
intensa investigación en los denominados sistemas mesoscópicos o en aquellos de tamaño molecular y
atómico, buscando determinar las propiedades de transporte electrónico cuando se realizan junturas










Figura 2.1: Reflexión de Andreev en una interface NS; El potencial de pares vaŕıa a lo largo del eje x
y puede depender del momentum k de la cuasipart́ıcula.
atómicas [77, 78], y estar en contacto con materiales superconductores [77, 79, 80].
A diferencia de las interfaces NS compuestas por un metal normal y un material superconductor con-
vencional, en las interfaces GS basadas en grafeno pueden ocurrir reflexiones de Andreev, donde el
hueco reflejado puede presentar una retroreflexión o una reflexión especular [2–4] (ver figura 2.2), las
cuales han podido ser evidenciadas de una manera experimental [2]. Las reflexiones especulares de
Andreev son debidas a la estructura de bandas caracteŕıstica del grafeno y ha cobrado gran interés
analizar su contribución a las propiedades de transporte en diferentes tipos de junturas [3, 4, 55, 81].
Uno de los primeros trabajos relevantes en las propiedades de transporte electrónico en junturas confor-
madas por materiales normales y superconductores fue el realizado por Giaever en el año 1960 [82,83].
Su experimento de tunelamiento fue crucial para dar evidencia experimental del gap en la densidad de
estados para un material superconductor. También analizó las corrientes de tunelamiento en junturas
compuestas por dos superconductores separados por una barrera aislante [84]. En esta ĺınea de estudio
otro trabajo relevante fue el de Josephson en el año 1962 [85], en el cual se analizó el tunelamiento entre
dos superconductores separados por una barrera aislante, donde se encontró además de la corriente
de Giaever una corriente debida a la existencia de pares de Cooper. Josephson predijo dos efectos,
el primero es la existencia de una supercorriente que puede fluir sin voltaje aplicado, conocido como




Figura 2.2: Procesos de reflexión que ocurren en la interface de un metal normal con un superconductor:
a) Retroreflexión de Andreev; b) Reflexión de Andreev especular. Las flechas indican la dirección de la
velocidad y las ĺıneas sólidas y punteadas distinguen entre un electrón y un hueco respectivamente.
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pasa a través de la barrera si un voltaje constante es aplicado, conocido como efecto Josephson AC.
Los trabajos de Giaever y de Josephson se hicieron merecedores del premio Nobel de F́ısica en el año
1973.
Cuando un material en el estado normal se encuentra entre dos regiones superconductoras formando
una juntura surgen estados con niveles de enerǵıa cuantizados para enerǵıas ǫ < ∆, estos niveles cono-
cidos como niveles de Andreev son debidos a la interferencia de cuasipart́ıculas que se presenta por las
reflexiones de Andreev que ocurren en las interfaces NS. Los niveles de Andreev tienen una contribución
importante al efecto Josephson [45], e influencian las caracteŕısticas corriente-voltaje. En particular pa-
ra el caso de simetŕıa d surgen estados con enerǵıa cero ZES los cuales pueden generar transición 0 → π
en la relación corriente fase y cambiar el comportamiento en función de la transparencia [45,80,86,87].
Una peĺıcula de grafeno con borde zigzag exhibe un estado superficial de enerǵıa cero, por lo tanto,
es de interés examinar las consecuencias que trae la presencia de este estado sobre el comportamien-
to de la corriente cŕıtica, en particular si hay similitudes con el caso de superconductores anisotrópicos.
Para el caso en que la longitud de la peĺıcula de grafeno que hace el papel de la región normal, sea
mucho menor a la longitud de coherencia superconductora, la supercorriente es transportada princi-
palmente por los niveles de enerǵıa discretos (niveles de Andreev) que se forman por debajo del gap
superconductor. Se ha encontrado que el espectro de enerǵıa discreto en superficies grafeno - super-
conductor presenta oscilaciones al variar la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula de grafeno y estas llegan a
ser más pronunciadas cuando la enerǵıa de Fermi de superconductor es mayor [88]. El hecho de que
aparezcan estas oscilaciones es debido a la mezcla de valles que se introduce en la función de onda que
describe a las cuasipart́ıculas en el grafeno. Adicionalmente esta mezcla de valles introduce desdobla-
miento en los niveles de enerǵıa que son responsables del transporte de la supercorriente, lo cual puede
influir sobre el comportamiento de la corriente Josephson.
2.1. El grafeno
El grafeno posee dos fronteras de interés conocidas en la literatura como fronteras tipo “armchair”y
zigzag. Su estructura cristalina es una red de Bravais con una base de dos átomos de carbono. En la
figura 2.3 se ilustra la estructura cristalina del grafeno con una frontera tipo “armchair”paralela al
eje y y una frontera tipo zigzag paralela al eje x. El tipo de frontera influye fuertemente en las pro-
piedades electrónicas de la peĺıcula [89,90], por ejemplo, en una frontera tipo zigzag aparecen estados
de superficie con enerǵıa cero, los cuales son combinaciones lineales de estados que están localizados
en los bordes de la nanocinta. En una frontera tipo “armchair”el comportamiento electrónico de la
nanocinta depende de su ancho, el cual puede ser metálico o semiconductor. Aśı mismo cuando el
grafeno hace parte de una juntura y se aplica un voltaje a través de la peĺıcula, las propiedades de
transporte eléctrico son sensibles al tipo de frontera de las interfaces.
En la configuración de la figura 2.3, los vectores base que generan la subred triangular son dados por




















Figura 2.3: Estructura cristalina del grafeno, construida como superposición de dos redes triangulares
A y B indicando los dos tipos de átomos de carbono en la red. Los vectores a1 y a2 son los vectores








donde a = 1.42Å es la distancia entre vecinos más cercanos. Los vectores que generan la red rećıproca












En la estructura de bandas del grafeno se observa que las bandas de conducción y de valencia se tocan
en seis puntos (ver figura 2.5) que corresponden a los vértices de la primera zona de Brillouin [91, 92]
(ver figura 2.4). Los vértices K y K ′ se conocen en la literatura como puntos de Dirac ya que en
cercańıas de ellos el espectro de enerǵıa es lineal y es análogo al de part́ıculas relativistas de masa en
reposo nula (ĺımite ultrarelativista). Cada uno de estos vértices es equivalente con otros dos por medio
de traslaciones a lo largo de la red rećıproca por medio de los vectores b1 y b2 (ver figura 2.4). Nótese
que K y K ′ no son equivalentes ya que por medio de combinaciones lineales de los vectores b1 y b2 no
se puede llegar de uno al otro.
En cercańıas de los puntos de Dirac la estructura de bandas puede ser aproximada como valles cónicos
alrededor de ellos. Se plantea que el grado de libertad adicional asociado al valle de la estructura de










Figura 2.4: Primera zona de Brillouin para el grafeno, los vectores b1 y b2 generan la red rećıproca.
bandas, que se introduce en el grafeno, pueda ser manipulado y utilizado, con este fin se ha estudiado
por ejemplo, un filtro de valles y una válvula de valles en nanocintas [15]. Se piensa que este grado de
libertad puede jugar un papel importante e impulsar el nacimiento de un área conocida como “valle-
trónica”, en analoǵıa a lo que sucedió con el esṕın y la “espintrónica”. Los vectores de onda asociados












, 0) = −K.
(2.3)
Esta escogencia permite evaluar fácilmente condiciones de frontera sobre la peĺıcula de grafeno.
Si δk denota la desviación respecto a K, la relación de dispersión en cercańıas del punto de Dirac
|δk|a≪ 1 para las excitaciones de baja enerǵıa |E| ≪ 1eV es [4],
|E| = ~vF |δk|, (2.4)
siendo vF ≈ c/300 la velocidad de Fermi para los electrones. Esta relación de dispersión implica que la
velocidad de grupo de los electrones es independiente de la enerǵıa. Este resultado se obtiene utilizando
un hamiltoniano “tight - binding”a primeros vecinos [93], y expandiendo la enerǵıa alrededor de los
puntos K o K ′.
En la referencia [94] se compara la estructura de bandas obtenida mediante el método “tight - binding”a
primeros vecinos y cálculos de primeros principios, observándose que ambos métodos reproducen los






Figura 2.5: Estructura de bandas del grafeno, ilustrando los 6 puntos en los cuales las bandas de valencia
y de conducción se tocan. En cercańıas de estos puntos la estructura de bandas puede ser aproximada
como conos; a y t son respectivamente la distancia y el “hopping”entre primeros vecinos.
mismos resultados únicamente en cercańıas de los puntos de Dirac. Se debe introducir interacciones a
terceros vecinos para reproducir los resultados en toda la zona de Brillouin. Se ha evidenciado de una
manera indirecta, por medio de resultados experimentales y una teoŕıa semiclásica que el espectro de
enerǵıa es lineal en un amplio rango de voltajes de operación [1]. Por lo tanto, es suficiente asumir la
aproximación a primeros vecinos ya que en este trabajo el interés se centra en trabajar con estados
cuyas enerǵıas esten dentro del rango en el cual la estructura de bandas presenta una relación de
dispersión lineal.
2.1.1. Ecuación de Dirac para describir el grafeno






∇2 + V (r)
]
ψ(r) = Eψ(r). (2.5)
Donde el potencial V (r) incluye el término de interacción que proviene de la aproximación de Hartree-
Fock y el término de interacción con los iones de la red. En presencia de un potencial periódico la
función de onda posee la forma
ψn(κ, r) = e
iκ·run(κ, r), (2.6)
Con n el ı́ndice de banda y κ el vector de onda asociado. La función descrita por (2.6) es una función
de Bloch y representa una onda plana modulada por la periodicidad de la red.
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donde la suma corre sobre todos los sitios de red . La función φ es la función de onda del orbital 2pz,
el cual es perpendicular a la peĺıcula de grafeno. De los cuatro electrones de valencia que posee el
átomo de carbono, solo el que se encuentra ubicado en el orbital 2pz es de interés para las propiedades
de transporte eléctrico ya que los demás electrones están confinados en enlaces covalentes en el plano
x− y los cuales se forman por hibridización de los orbitales 2px 2py y 2s.
Para excitaciones de baja enerǵıa, en las cuales el espectro de enerǵıa es lineal, se asume que las
funciones de onda ψA(B)(r) son de la forma [93, 95],
ψA(κ, r) = e
iK·rΨA+(k, r) + e
iK′·rΨA−(k, r),
ψB(κ, r) = e
iK·rΨB+(k, r) + e
iK′·rΨB−(k, r).
(2.8)
Siendo κ = K + k el número de onda asociado a electrones o huecos de la peĺıcula de grafeno.
La forma propuesta en (2.8) proviene de emplear una teoŕıa de masa efectivai o método k · p. En estos
tratamientos la descripción de la estructura de bandas se enfoca en ciertas regiones de interés del espa-
cio rećıproco tales como los extremos de las bandas de valencia y de conducción, en donde se pueden
despreciar la contribución de bandas de orden superior y se pueden realizar aproximaciones sobre las
funciones de Bloch. Se emplea el hecho de que las soluciones para un vector de onda dado forman una
base, las cuales son utilizadas para expandir las soluciones para otro valor del vector de onda. Por
medio de teoŕıa de perturbaciones se puede calcular el espectro de enerǵıa del grafeno en cercańıas de
la primera zona de Brillouin. Esto fue realizado en [92], donde el hamiltoniano de perturbación posee
un término de la forma k · p, el cual da al método su nombre.
Las soluciones en cercańıas de los puntos de Dirac se pueden escribir como una superposición de las
soluciones con vectores de onda dados por (2.3). Siguiendo este tratamiento y trabajando a primeros
vecinos en el modelo “tight-binding”es posible mostrar que las funciones envolventes satisfacen la
ecuación de Dirac en dos dimensiones (ecuación 2.10) [95]. Este resultado ha sido de importancia en
la literatura cient́ıfica ya que se puede establecer una analoǵıa ii entre los electrones en el grafeno y
part́ıculas relativistas de masa en reposo nula. En consecuencia, la función de onda para un electrón












iSimilarmente en trabajos teóricos de nanotubos acerca de microscoṕıa electrónica de tunelamiento se utiliza una
teoŕıa de masa efectiva, en donde para el cálculo de la densidad de estados(que corresponde al valor esperado de
dos operadores de campo) se realiza una expansión del operador de campo, usando como base las funciones de onda
envolventes alrededor de los puntos de Dirac K y K’.
iiEsta analoǵıa no es completa ya que los modelos no satisfacen las mismas simetŕıas discretas(C : Conjugación de
carga, P:Paridad, T: Inversión temporal).
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El carácter espinorial es debido al hecho que la red cristalina posee dos átomos por celda unitaria. El
grado de libertad adicional que se introduce debido a la presencia de las dos subredes triangulares (áto-
mos tipo A y B), se suele denominar en la literatura “pseudoesṕın”, ΨA+ y ΨB+ son las componentes
de la función de onda que describen el estado con vector de onda k, medido desde el valle centrado en
K; ΨA− y ΨB− son las componentes de la función de onda que describen el estado con vector de onda















El signo ± da cuenta del valle en K o K ′, que estemos considerando en la estructura de bandas. Con la
geometŕıa de la figura 2.3, tomar un valle u otro equivale a cambiar de signo el momento en y. Como
puede ser visto en la ecuación (2.10) hay una degeneración en la enerǵıa.
La condición de frontera para una peĺıcula de grafeno con frontera tipo “armchair”, mezcla estados de
ambos valles de la estructura de bandas, mientras que para una frontera tipo zigzag se puede trabajar
con funciones de onda asociadas a un valle espećıfico [89, 93]. Se plantea que el grado de libertad
adicional asociado al valle de la estructura de bandas, que se introduce en el grafeno, pueda ser mani-
pulado y utilizado, con este fin se ha estudiado por ejemplo, un filtro de valles y una válvula de valles
en nanocintas [15]. Adicionalmente también se ha planteado la posibilidad de utilizar el grafeno para
fabricar “qubits”y desarrollar computación cuántica [97, 98].
Usando las matrices de Pauli, la ecuación (2.10) se puede escribir como



























{σx, σy} = 0.
(2.12)
La solución de las ecuaciones (2.10) o (2.11), conduce al espectro de enerǵıa dado por la ecuación (2.4).




















Siendo H± los hamiltonianos asociados con cada uno de los valles ubicados en los puntos K(+) y K
′(-)
de la estructura de bandas.
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2.2. Ecuaciones de Bogoliubov - de Gennes
El estado base de un superconductor está compuesto por pares de Cooper y su espectro de excitaciones
elementales para el caso de superconductores homogéneos es separado del estado base por un gap de
enerǵıa. La dinámica de las excitaciones o cuasipart́ıculas del superconductor son descritas por las














donde H representa un hamiltoniano electrónico que incluye potenciales escalares debido a impure-
zas, fronteras y el potencial de Hartree-Fock, ∆ representa el parámetro de orden del superconductor.
Nótese que para el caso en que ∆ = 0, se obtienen dos ecuaciones desacopladas, una para electrones
con enerǵıas ǫ ≥ 0 y otra para huecos con enerǵıas −ǫ ≤ 0. Las funciones u y v representan las





, las cuales son
acopladas a través del potencial de pares del sistema superconductor.
2.2.1. Ecuaciones de Bogoliubov - de Gennes - Dirac
Una extensión relativista de las ecuaciones de Bogoliubov - de Gennes ha sido realizada obteniendóse las
denominadas ecuaciones de Bogoliubov - de Gennes - Dirac [100]. Si bien el espectro de enerǵıa es lineal
para los electrones en el grafeno, esto es solamente una analoǵıa con el comportamiento relativista, ya
que la velocidad de Fermi para los electrones en el grafeno es mucho menor que la velocidad de la luz
vF = c/300, sin embargo, se puede establecer un formalismo para la descripción de cuasipart́ıculas en el
grafeno cuando llega a ser superconductor a través de efecto de proximidad [81,101,102]. Introduciendo














las cuales tienen una estructura similar a las ecuaciones de Bogoliubov de Gennes Dirac obtenidas
en [100]. Debido a la degeneración presente en los valles de la estructura de bandas, podemos escoger
un conjunto en particular. Tomando el conjunto que involucra H+, vemos que la cuasipart́ıcula es











, y el espinor correspondiente a la parte de hueco de la cuasipart́ıcula v = T̂ u,
con T̂ el operador de inversión temporal [3, 4]. El parámetro de orden superconductor inducido en el
grafeno acopla electrones con huecos que pertenezcan a diferentes valles (centrados en K y K ′) de la
estructura de bandas, de tal manera que en una reflexión de Andreev el par de Cooper transmitido a
la región superconductora tenga momento total cero, lo cual corresponde a una simetŕıa s del potencial
de pares.
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2.3. Efecto Josephson DC
En 1962 Josephson planteó la posibilidad de que una corriente pudiera fluir entre dos superconductores
separados por una barrera aislante [85], en ausencia de un voltaje aplicado. Su afirmación teórica fue
criticada por Jhon Bardeen (uno de los f́ısicos de estado sólido más importantes de la época) [103], en
el sentido de que la idea planteada no pod́ıa ser coherente de acuerdo a los desarrollos teóricos de la
época [104, 105]. La predicción teórica de Josephson fue confirmada experimentalmente [106], lo que
dió lugar a que Bardeen reconsiderará su objeción. A la corriente que fluye a través de la juntura se le
denominó supercorriente y es debida al tunelamiento coherente de pares de Cooper.
Para una juntura túnel SIS compuesta por dos superconductores separados por una barrera aislante,
conectada a una fuente de voltaje, pueden ocurrir diferentes procesos de tunelamiento, los cuales son
responsables del flujo de corriente a través de la juntura. La corriente total se puede escribir como
I = Iqp + I1(V ) sinϕ+ I2(V ) cosϕ. (2.16)
La contribución de los procesos de tunelamiento de cuasipart́ıculas es dada por Iqp. Los otros dos
términos dan cuenta del tunelamiento coherente de pares de Cooper [99]. Si el voltaje aplicado es
ceroiii los términos Iqp y I2(V ) se anulan, en este caso la corriente que atraviesa la juntura se denomina
supercorriente Josephson, y es dada por
I = Ic sinϕ. (2.17)
Por lo tanto, el efecto Josephson DC consiste en que puede fluir una corriente a través de la juntura en
ausencia de voltaje aplicado, Ic es la máxima supercorriente que puede fluir y se denomina corriente
cŕıtica, y la diferencia de fase se fija mediante la fuente de corriente rompiendo el degeneramiento en
la fase. La expresión (2.17) se obtiene para el caso del ĺımite túnel y es resultado de emplear teoŕıa de
perturbaciones y la regla de oro de Fermi, en el caso más general se pueden presentar desviaciones del
comportamiento senosoidal [45, 107], por ejemplo en el ĺımite transparente el comportamiento puede
ser tipo diente de sierra. Mediante el método de la aproximación Hamiltoniana y el uso de funciones
de Green es posible obtener una expresión para la corriente a todo orden (un caso más general al del
ĺımite túnel) [108].
Los procesos de tunelamiento de cuasipart́ıculas son representados en la figura 2.6. Una excitación
elemental en el superconductor de la izquierda puede transmitirse como excitación elemental hacia el
superconductor de la derecha, este proceso es ilustrado en la figura 2.6a). Si se aplica un voltaje mayor
a la suma de los gaps superconductores es posible que un par de Cooper se rompa y se generen dos
excitaciones elementales una en el superconductor del lado izquierdo y otra en el superconductor del
lado derecho ver Fig. 2.6b). Un electrón en un estado de cuasipart́ıcula se puede transmitir de tal forma
que forme un par de Cooper con otro electrón en un estado de cuasipart́ıcula en el lado derecho, este
proceso es ilustrado en la Fig. 2.6c). Un par de Cooper se puede romper en la región izquierda dando
lugar a la formación de una cuasipart́ıcula en el lado izquierdo, el otro electrón puede transmitirse y
iiiConsideramos en este caso que la juntura está conectada a una fuente de corriente
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aparearse con otro electrón en un estado de cuasipart́ıcula formando un par de Cooper, este proceso
es ilustrado en la Fig. 2.6d).
a) b)
c) d)
Figura 2.6: Esquema de los diferentes procesos de tunelamiento de cuasipart́ıculas: a)Tunelamiento
directo de cuasipart́ıculas, b) Un par se rompe y una cuasipart́ıcula es formada en cada lado de la
juntura, c) Dos electrones en estados de cuasipart́ıcula a cada lado de la juntura se aparean formando
un par de Cooper, d) Un par de Cooper se rompe formando una cuasipart́ıcula en el lado izquierdo e
induciendose un par de Cooper en la región derecha.
Se ha mostrado que el efecto Josephson DC se puede presentar en junturas donde los superconductores
sean conectados por un enlace débil (metal normal, semiconductor, superconductor con temperatura
cŕıtica menor, constricción geométrica) [107, 109], presentándose diferencias respecto al caso túnel, y
una mayor fenomenoloǵıa. En este trabajo se estudia el efecto Josephson DC en una juntura en la cual
el enlace débil entre los dos superconductores es grafeno o una juntura pn, para ello es relevante cal-
cular la relación corriente fase para la juntura, y determinar la corriente cŕıtica Ic. El comportamiento
descrito por la ecuación (2.17), es válido para una juntura SIS en el ĺımite túnel o para temperaturas
cercanas a la temperatura cŕıtica, en otros casos el comportamiento cambia [45,107,109], por lo tanto,
es necesario determinar la desviación respecto al comportamiento senosoidal. Esto último se cuantifica
a partir del parámetro denominado “skewness”(S) [107].
Para una relación corriente - fase de una juntura Josephson, podemos determinar la corriente cŕıtica
evaluando el máximo de la curva, y el “skewness”mediante la ecuación (2.19), en concordancia a como
lo determinan otros autores [64,65,110]. En la figura 2.7 se ilustran tres relaciones corriente - fase, una
en el ĺımite túnel que satisface la ecuación (2.17), y otras dos cuyo valor de “skewness”es diferente y
cambia de signo.
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Figura 2.7: Se ilustra la relación corriente - fase en el ĺımite túnel, y otras dos curvas que presentan
desviación del comportamiento senosoidal, con valores positivo y negativo del “skewness”. Las ĺıneas
verticales ubican la posición del máximo de la curva de corriente.
2.3.1. Cálculo de la corriente Josephson en el ĺımite corto
Se ha demostrado [111, 112], que para el caso de longitudes de la región normal mucho menores a
la longitud de coherencia superconductora, la contribución del espectro del continuo a la corriente
Josephson es despreciable y solo prevalece la contribución del espectro de enerǵıa discreto, es decir de
los niveles de Andreev.
Como es mostrado en [4, 45, 113], la corriente Josephson transportada por los niveles de Andreev, es
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La corriente total se calcula sumando sobre todos los niveles de enerǵıa presentes, e integrando sobre
todos los posibles ángulos de incidencia de las cuasipart́ıculas en las interfaces NS. A temperatura
diferente de cero la ocupación de los niveles de Andreev es determinada por la función de distribución

































































Utilizando (2.25) se puede calcular la corriente Josephson, a partir de las soluciones númericas del
espectro de enerǵıa. Sin embargo, como veremos más adelante es necesario considerar una metodoloǵıa
más robusta como el método de funciones de Green, para poder incluir en el cálculo de la corriente la
contribución de los estados del continuo, y poder considerar el ĺımite largo L > ξ0.
2.4. Descripción del sistema
El sistema de estudio es una juntura SNS, donde la región normal es modelada por una peĺıcula de
grafeno o una juntura pn de grafeno. Para el caso de la juntura SGS (G: peĺıcula de grafeno) se asume
que los superconductores son grafeno al cual se le ha inducido superconductividad por efecto de pro-
ximidad a través de un electrodo superconductor. Entre los dos superconductores hay una diferencia
de fase ϕ, la cual es responsable del transporte coherente de pares de Cooper a través de la juntura, y
de que exista una corriente finita sin voltaje aplicado a la juntura.




























Figura 2.8: Juntura superconductor - grafeno - superconductor, el ancho de la región normal es W.
Los procesos de dispersión ocurren en el plano x− y. La región normal se extiende desde x = −L
hasta x = 0 y puede poseer una frontera tipo “armchair”o zigzag paralela al eje y. Se considera que las
regiones superconductoras son medios semi-infinitos que se extienden desde x = −∞ hasta x = −L y
desde x = 0 hasta x = ∞. Entre los dos superconductores hay una diferencia de fase ϕ.
Para enerǵıas de excitación menores al gap superconductor, un electrón(hueco) que incide desde la
peĺıcula de grafeno con E < |∆| hacia las interfaces grafeno-superconductor puede sufrir una reflexión
normal como electrón(hueco) o una reflexión de Andreev como hueco(electrón). En este último caso
se induce un par de Cooper en la región superconductora, el cual contribuye al transporte de la su-
percorriente a través de la juntura. Un electrón(hueco) que incide desde la peĺıcula de grafeno hacia
una de las interfaces grafeno-superconductor con una enerǵıa de excitación E > |∆|, puede sufrir una
reflexión normal, o una reflexión de Andreev con una probabilidad mucho menor que en el caso para
el cual E < |∆|, o puede ser transmitido como excitación elemental hacia al superconductor.
La peĺıcula de grafeno en el estado normal tiene un espesor L y se considerará que las dimensiones de
la región superconductora son lo suficientemente grandes que se pueden despreciar efectos de frontera
diferentes a aquellos propios de la interface, de tal manera que la región superconductora se modelará
como un medio semi-infinito.
2.5. Tunelamiento de Klein en el grafeno
El tunelamiento en barreras y pozos de potencial se ha estudiado teóricamente en junturas basadas en
grafeno [31, 32], ya que este material al poseer un espectro de enerǵıa lineal análogo al de part́ıculas
relativistas de masa en reposo nula y tener un grado de libertad que se suele denominar “pseudoesṕın”,
se convierte en un candidato para poner a prueba predicciones relacionadas con la denominada para-
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Figura 2.9: a) Un electrón incide sobre una barrera de potencial con una enerǵıa menor a la barrera.
b) Probabilidad de transmisión para un electrón de enerǵıa E = 80meV , como función del ángulo de
incidencia sobre barreras de potencial de ancho D = 100nm y alturas V0 = 200meV (curva roja) y
V0 = 285meV (curva azul). La Figura 2.9b fue tomada de la referencia [3].
doja de Klein [31]. Clásicamente si una part́ıcula incide sobre una una barrera de potencial con una
enerǵıa menor a la barrera de potencial, ésta no se puede transmitir y se refleja. Cuánticamente existe
una probabilidad de que la part́ıcula se transmita, y para el caso de part́ıculas relativistas se predice
que la barrera llega a ser transparente para barreras muy altas, lo cual está en contraste respecto
al resultado cuántico no relativista en el cual la transparencia decae exponecialmente a medida que
la altura de la barrera aumenta. Teóricamente se ha mostrado que si un electrón en la peĺıcula de
grafeno incide sobre una barrera de potencial de ancho D y altura V0, con enerǵıa menor a la barrera
(ver figura 2.9a), es posible tener transmisión perfecta para ciertos ángulos de incidencia, y en par-
ticular se tiene que en la vecindad de incidencia normal la barrera es casi transparente (ver figura 2.9b).
Por medio de un campo eléctrico se puede crear una barrera de potencial en una peĺıcula de grafeno,
de tal forma que sea posible examinar la paradoja de Klein en este sistema. A partir de mediciones
del voltaje que cae a través de la barrera se puede determinar la transparencia [31].
2.6. Dopaje en el grafeno y reflexiones de Andreev especu-
lares
Es posible sintonizar el nivel de Fermi en una peĺıcula de grafeno, mediante un voltaje “gate”aplicado
sobre el substrato de la peĺıcula [8, 37, 39]. Si se aplica un voltaje de operación positivo (ver figura
2.10a), se induce una concentración de electrones y el nivel de Fermi de la peĺıcula se ubica en la ban-
da de conducción (a lo que se denomina dopado tipo n), si se aplica un voltaje de operación negativo








Figura 2.10: Posición del nivel de Fermi para diferentes voltajes de operación: a) banda de conducción,
b) banda de valencia, c) Punto de Dirac.












Figura 2.11: Dependiendo de la enerǵıa de excitación del electrón incidente, este puede sufrir una
reflexión de Andreev y reflejarse como un hueco en la banda de conducción (caso a)), o en la banda de
valencia (caso b),c) y d)). El electrón puede ser excitado desde la banda de conducción (caso a) y b))
o desde la banda de valencia (caso c) y d)).
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(ver figura 2.10b), se induce una concentración de huecos y el nivel de Fermi se ubica en la banda de
valencia (dopado tipo p). Incluso se puede ubicar el nivel de Fermi en el punto de Dirac (ver figura
2.10c), en donde la concentración de portadores es nula [1]. Mediante otro voltaje “gate”aplicado por
encima de la peĺıcula [37, 39], se puede controlar la concentración de portadores, de tal forma que
se pueden fabricar junturas pn, pnp, o en general estructuras que alternen regiones tipo p y n. Otro
tipo de métodos para dopar el grafeno consisten en dopar con átomos de Boro y Nitrógeno, o realizar
modificación qúımica [39]. A diferencia de los métodos qúımicos, el método electrostático no abre un
“gap”, pero este último se puede lograr mediante la fabricación e ingenieŕıa de nanocintas de grafeno
delgadas, con bordes tipo zigzag y “armchair”, lo cual se ha logrado recientemente.
En las reflexiones de Andreev estudiadas antes de la aparición del grafeno, el electrón que induce
el par de Cooper y el hueco reflejado en la interface pertenecen a la misma banda de enerǵıa. Este
aspecto puede ser modificado para el caso del grafeno, el cual en ausencia de dopaje posee un nivel de
Fermi que se encuentra a 0eV, siendo este el nivel de enerǵıa para el cual las bandas de valencia y de
conducción se encuentran en los vértices de la primera zona de Brillouin. En una interface grafeno -
superconductor con el grafeno no dopado, una reflexión de Andreev puede tomar lugar en el sistema,
un electrón con enerǵıa de excitación ǫ < |∆| incide desde la región normal ocasionando que un par de
Cooper sea transferido a la región superconductora y que el hueco reflejado este localizado en la banda
de valencia del grafeno, para este caso el hueco y el electrón pertenecen a las bandas de valencia y de
conducción respectivamente. Este aspecto es esencial para explicar la aparición de las reflexiones de
Andreev especulares [2–4], ya que un hueco en la banda de valencia posee una velocidad de grupo que
es paralela a su vector de onda, a diferencia de un hueco en la banda de conducción cuya velocidad
de grupo es antiparalela a su vector de onda. Como se puede observar en la figura 2.11, se pueden
presentar varios casos para los cuales dependiendo de la enerǵıa de excitación de los electrones, los
huecos reflejados estén en la banda de valencia.
Es de interés examinar el transporte electrónico en junturas compuestas por regiones tipo p y n, a las
que se han llamado en la literatura junturas pn, np o junturas bipolares [4, 32, 37]. En este tipo de
estructuras la paradoja de Klein observada en el grafeno juega un papel relevante [38]. Junturas del
tipo npn y pnp han sido motivo reciente de estudio dada la posibilidad de realizar enfoque electrónico
de electrones, y construir lentes de Veselago [48, 49, 114]. El interés de este trabajo en las junturas
bipolares pn es observar la modulación de la corriente cŕıtica y el “skewness”con el dopaje de las
regiones, de tal forma de que sea posible controlar el periodo de las oscilaciones del “skewness”o el
número de puntos de inflexión y los cambios de concavidad en el comportamiento de la corriente cŕıtica.
2.7. Fronteras tipo zigzag y “armchair”
Las propiedades electrónicas de una peĺıcula de grafeno dependen del tipo de borde de las fronteras, y
a su vez de sus dimensiones largo L y ancho W. Una nanocinta de grafeno es una peĺıcula en la cual una
de las dimensiones es mucho mayor a la otra L >> W (ver Figura 2.12a), o W >> L, de tal forma que
se puede considerar una invarianza de traslación a lo largo de la dirección definida para la dimensión



















Figura 2.12: a) Una nanocinta de grafeno posee un ancho W y longitud L uniformes, sus fronteras
pueden ser tipo “armchair”o zigzag. b) Nanocinta con bordes zigzag, cuyo ancho es mucho menor a su
longitud.
de mayor valor, y se puede modelar la nanocinta como un medio infinito en esa dirección respectivaiv.
Por lo general, las propiedades de transporte electrónico se analizan a lo largo de la dirección en la
cual hay confinamiento, y se asumen soluciones de onda plana en la otra dirección. En este trabajo se
consideran nanocintas que poseen un ancho uniforme, y se centra el estudio para los casos de mayor
relevancia que son bordes de tipo zigzag y armchair (ver figura 2.12b).
El ancho de las nanocintas de grafeno se puede medir en términos del número de ĺıneas de d́ımeros
Narm y el número de cadenas zigzag Nzig que poseen [115]. De tal forma que el ancho para peĺıculas
con borde zigzag y “armchair”se puede escribir como
ivEn el experimento es claro que los valores para el ancho y largo de la nanocinta son finitos, sin embargo, se ha
podido mostrar que se pueden reproducir resultados experimentales considerando modelos en los cuales el ancho o largo
de la nanocinta es infinito. Este tipo de aproximación es válida en varios tipos de sistemas, por ejemplo, se consideran
condiciones periódicas de Von Karman (modelo infinito) para el estudio de la estructura de bandas de un sólido finito












Nzig ≥ 2. (2.27)
Siendo a0 = a
√
3 con a la distancia entre vecinos mas cercanos. El ancho influye sobre el “gap”en el
espectro de enerǵıa que presenta la nanocinta, y llega a ser fundamental desde el punto de vista de
las aplicaciones para operar un transistor. Para el caso de peĺıculas con borde “armchair”se tiene que
dependiendo de su ancho el comportamiento puede ser metálico o semiconductor. Diferentes autores
[89,115–118], plantean las multiplicidades para las cuales la nanocinta con bordes “armchair”presenta
un comportamiento metálico, métodos basados en cálculos “tight-binding” [115,118], muestran que la
condición que se satisface es




siendo M entero de lo contrario se presenta un gap en el espectro de enerǵıa. Cálculos basados en
métodos de primeros principios [116, 117], establecen que debido a la influencia de los bordes, la pa-
sivación de los enlaces por hidrógeno, ocasiona cambios en el valor de “hopping”conllevando a que
las nanocintas presenten siempre un “gap”. Para el caso de una peĺıcula con borde zigzag, métodos
“tight-binding”predicen que es conductora para cualquier ancho y exhibe un estado de borde a enerǵıa
cero que influye en las propiedades de transporte electrónico. Similar al caso “armchair”métodos de
primeros principios predicen un “gap”. Para los dos tipos de borde se determina que el “gap”es inversa-
mente proporcional al ancho de las peĺıculas. Estudios experimentales [25,119] han podido determinar
el valor del “gap”en nanocintas sin borde definido, y han encontrado una dependencia inversa con su
ancho, ver figura 2.13.
La importancia de las peĺıculas de grafeno con borde zigzag radica en que ellas poseen un estado
localizado en los bordes, y que se ubica en el nivel de Fermi [90, 115]. Cálculos mediante métodos
“tight-binding”muestran que las bandas asociadas son planas y degeneradas en la enerǵıa. Dependien-
do de el número de onda asociado al estado de borde, este puede estar completamente localizado o
penetrar dentro de la peĺıcula. La densidad de estados presenta un pico en el nivel de Fermi, reflejando
la existencia del estado de borde, la amplitud de este pico disminuye a medida que el ancho de la
nanocinta aumenta. Mediante espectroscoṕıa de efecto túnel fue posible verificar experimentalmente
la existencia del estado de borde [120,121], y el hecho de que está localizado, aśı como la confirmación
de que los bordes tipo “armchair”no exhiben estado de borde. Métodos de primeros principios predicen
un gap en la región donde las bandas son degeneradas [116, 117], el cual es debido a los potenciales
que se originan debido al ordenamiento magnético de los bordes [90].
Con los logros experimentales recientes en la fabricación de peĺıculas con borde definido [26, 27], se
espera que se clarifique las multiplicidades que exhiben un comportamiento metálico y se contraste
los resultados experimentales con los diferentes cálculos teóricos tales como: modelos “tight-binding”,
cálculos de primeros principios DFT, modelos basados en soluciones de las ecuaciones de Dirac, cálcu-
los mediante funciones de Green.
2.8. AVANCES EXPERIMENTALES EN LAOBTENCIÓN DENANOCINTAS CON BORDES DEFINIDOS27
b)a)
Figura 2.13: a)Comportamiento del “gap”en función del ancho para diferentes nanocintas, en orienta-
ción paralela respecto al substrato (grupo etiquetado con la letra P) y con diferentes orientaciones (grupo
etiquetado con la letra D), en el inserto se muestra el comportamiento en función de la orientación, y
la ĺınea punteada corresponde a la predicción experimental del ajuste lineal. b) Comportamiento lineal
del inverso del “gap”con el ancho de las nanocintas. Ambas figuras fueron tomadas de la referencia
[4].
2.8. Avances experimentales en la obtención de nanocintas
con bordes definidos
Mediante microscoṕıa de efecto túnel (STM: “Scanning tunneling microscopy”) y electrónica de trans-
misión (TEM: “Transmission electron microscopy”) fue posible identificar bordes tipo zigzag y “arm-
chair”en muestras de grafito [120–122]. Aplicando un voltaje a las nanocintas es posible mediante
efecto Joule lograr que nanoestructuras de grafito definan sus bordes en configuraciones zigzag y
“armchair” [122], se pueden obtener bordes definidos cuya longitud llega a ser hasta de l = 29nm.
Por medio de métodos qúımicos [23], se han podido obtener nanocintas de grafeno con anchos 50nm >
W ≥ 10nm y longitudes L = 1µm. A diferencia de técnicas de litograf́ıa [25], estos métodos permiten
obtener nanocintas con anchos más uniformes. El comportamiento observado para el rango de anchos
de las nanocintas fabricadas es de tipo semiconductor, con valores de “gap”Egap < 0.4eV . En [23] se
fabricaron transistores usando las nanocintas de grafeno como canales conductores, reportando valores
altos de la razón Ion/Ioff ∼ 105, la cual es importante en aplicaciones electrónicas [5]. Existe una
correspondencia entre los valores obtenidos para el “gap”y las predicciones teóricas [116, 117].
En el año 2010 fue posible la fabricación con métodos qúımicos de nanocintas con borde “armchair”de
ancho uniforme [26], con Narm = 7, 9, 11, sobre substratos de Oro/Mica. Los bordes quedan fabricados
de una manera precisa al observar las imágenes de STM, y al examinar el espectro Raman donde se
indentifica el modo vibracional asociado a un valor dado de Narm. Se ha logrado producir las nanocin-
tas sobre otros substratos como plata (Ag), y se han transferrido a substratos de óxido de Silicio SiO2,
para su caracterización eléctrica y óptica. Se ha logrado producir otro tipo de estructura (“chevron”),
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con bordes en terminaciones “armchair”, la cual presenta una estructura de bandas planas similar a
los estados de borde en una nanocinta con borde zizag.
Recientemente ha sido posible la obtención de nanocintas de grafeno con bordes zigzag definidos [27],
basándose de nuevo en métodos qúımicos como los empleados en la fabricación de nanocintas de borde
“armchair”, variando los monómeros que se utilizan en su fabricación. En la figura 2.14a se muestra
una imagen de microscoṕıa de fuerza atómica en la cual se evidencia claramente la estructura de una
nanocinta con Nzig = 6, dando evidencia de los enlaces y la pasivación de los bordes mediante enlaces
de hidrógeno. Para realizar mediciones de la densidad de estados en los bordes, es necesario desaco-
plar la nanocinta del substrato de oro, para ello se transfiere la nanocinta y se ubica sobre islas de
monocapas de cloruro de sodio NaCl, con ello mediante STM es posible dar evidencia experimental
de la densidad de estados (ver figuras 2.14b y 2.14c) y de los “gaps”de enerǵıa, los cuales están en
correspondencia con las predicciones teóricas de teoŕıa de perturbaciones de muchos cuerpos [117].
Mapas espaciales de la conductancia diferencial dan evidencia de la localización de los estados en los
bordes de la nanocinta. Se han fabricado nanocintas con bordes zigzag a las cuales se les adicionan
defectos estructurales controlados espacialmente de tal forma que sea posible crear barreras de poten-
cial o filtros de esṕın introduciendo señales externas, de tal forma que sea posible crear transistores a
escalas nanométricas.
Predicciones teóricas acerca de los posibles estados de polarización de esṕın y de carga que pueden
presentar los electrones en un borde de la nanocinta [90], hacen que las nanocintas con borde zigzag
sean posibles candidatos para el desarrollo de la“espintrónica”, al tener la posibilidad de hacer trans-
porte selectivo de esṕın [123, 124].
La dificultad experimental para realizar fronteras tipo “armchair”y zigzag bien definidas, ocasiona
que la conexión con el efecto Josephson no haya sido estudiada fuertemente, como resultado solo hay
algunos trabajos en la literatura [58,59,125] de carácter teórico que mencionan expĺıcitamente el efecto
del tipo de frontera sobre las propiedades de transporte electrónico en junturas Josephson.
2.8.1. Unidades y parametrización
Si a = 1.42Å es la distancia entre vecinos más cercanos de la peĺıcula de grafeno, entonces la canti-
dad a0 = a
√
3 representa la magnitud de uno de los vectores que generan la subred triangular de la
estructura cristalina del grafeno. Con el parámetro a0 se parametriza el ancho W de la peĺıcula (cabe
aclarar que se refiere a la distancia que separa los dos superconductores). Por conveniencia se puede
escoger una unidad tal que a0 = 1m
∗. El ancho de la peĺıcula de grafeno se puede dar en términos de
a0 o en términos de la longitud de coherencia superconductora ξ.
El parámetro de acople t o “hopping”a primeros vecinos, cuyo valor es t ≈ 3eV , se utiliza para
normalizar los valores de las enerǵıas de los niveles de Andreev, el valor de la enerǵıa en las gráficas de
densidad de estados, o el valor del parámetro de orden superconductor. Otras cantidades tales como:
la constante C = ~vF que aparece en la definición de los números de onda, la magnitud K del número
de onda asociado al punto de Dirac, se pueden escribir como



































Figura 2.14: a) Imagen de microscoṕıa de fuerza atómica que revela la precisión en la definición de
bordes, para una peĺıcula con bordes zigzag con Nzig = 6. b) Resultados teóricos para la estructura de
bandas y la densidad de estados, basados en métodos de primeros principios siguiendo la teoŕıa descrita
en [5]. c) Conductancia diferencial medida mediante STM en un punto sobre un borde de la peĺıcula,
cuando se encuentra sobre la monocapa de NaCl. Las figuras fueron tomadas de la referencia [6].




















Niveles de Andreev en junturas Josephson
basadas en grafeno
Como un primer acercamiento al estudio del efecto Josephson DC, vamos a analizar el comportamiento
de los niveles de Andreev en la juntura Josephson SGS. Se plantean las soluciones de las ecuaciones
de Bogoliubov - de Gennes - Dirac, y se aplican condiciones de frontera de continuidad en las inter-
faces para las funciones de onda y se obtiene el espectro de enerǵıa a partir de la solución no trivial
del sistema de ecuaciones algebraico. Se encuentra que para el caso de incidencia normal bajo ciertas
aproximaciones en los números de onda es posible obtener ecuaciones anaĺıticas para el espectro de
enerǵıa, análogas a las obtenidas en junturas Josephson convencionales. Se muestra la correspondencia
entre los espectros de enerǵıa de la juntura SGS y la superficie grafeno - superconductor (juntura IGS,
I : aislante que modela el vaćıo). Dentro de los principales resultados está que cuando se consideran
los procesos de dispersión en ambos valles de la estructura de bandas, el espectro de enerǵıa presenta
oscilaciones en función de la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula de grafeno, y que existe un desdoblamiento
de los niveles de Andreev, lo cual puede influir sobre el cálculo de la corriente cŕıtica. Si bien, es posible
obtener del espectro de enerǵıa, la corriente cŕıtica, es necesario abordar el problema mediante una
metodoloǵıa más robusta como el método de funciones de Green, para poder incluir en el cálculo de
la corriente la contribución de los estados del continuo, y poder considerar el ĺımite largo L > ξ0, lo
cual se analiza en el cuarto caṕıtulo.
El problema de interés es determinar los niveles de Andreev y la corriente Josephson para una juntura
SGS superconductor - grafeno - superconductor, donde las interfases GS y SG son compuestas por
grafeno en el estado normal y superconductor. En el modelo se asume que la superconductividad en el
grafeno es inducida por efecto de proximidad a través de un electrodo superconductor. Las interfases
grafeno - superconductor son normales al eje x (ver figura 3.1). Entre los dos superconductores hay
una diferencia de fase ϕ, la cual es responsable del transporte coherente de pares de Cooper a través
de la juntura, y de que exista una corriente finita sin voltaje aplicado a la juntura.
La región normal tiene un ancho W y se considera que las dimensiones de la región superconductora
son lo suficientemente grandes de tal manera que se modela como un medio semi-infinito.
Para enerǵıas de excitación menores al gap superconductor, un electrón(hueco) que incide desde la






























Figura 3.1: Juntura superconductor - grafeno - superconductor, el ancho de la región normal es W.
Los procesos de dispersión ocurren en el plano x− y. La región normal se extiende desde x = −W
hasta x = 0 y posee una frontera tipo “armchair”paralela al eje y. Se considera que las regiones
superconductoras son medios semi-infinitos que se extienden desde x = −∞ hasta x = −W y desde
x = 0 hasta x = ∞. Entre los dos superconductores hay una diferencia de fase ϕ.
xión normal como electrón(hueco) o una reflexión de Andreev como hueco(electrón). En este último
caso se induce un par de Cooper en la región superconductora, el cual contribuye al transporte de la
supercorriente a través de la juntura. Un electrón(hueco) que incide desde la peĺıcula de grafeno hacia
una de las interfaces grafeno - superconductor con una enerǵıa de excitación E > |∆|, puede sufrir una
reflexión normal, o una reflexión de Andreev con una probabilidad mucho menor que en el caso para el
cual E < |∆|, o puede ser transmitido como excitación elemental hacia al superconductor. En general
los procesos de transporte electrónico en la juntura pueden ser debidos al transporte de cuasipart́ıculas,
o a la inducción de pares en la región superconductora, ambos dependen de la temperatura y el voltaje
aplicado a la juntura.
Desde un punto de vista semiclásico en la región comprendida entre los dos superconductores un
electrón debido a reflexiones sucesivas de Andreev en las interfases puede completar un camino ce-
rrado y su función de onda acumula una fase que es un múltiplo entero de 2π, lo cual da origen a
la formación de un estado ligado [45]. El proceso es ilustrado en la figura 3.2, un electrón que incide
sobre la región superconductora puede ser reflejado como hueco, este hueco viaja hacia la izquierda
y al incidir en x = −W sobre el otro superconductor puede ser reflejado como electrón, el cual viaja
hacia la derecha completando el ciclo.
Los estados de enerǵıa que se establecen denominados niveles de Andreev, corresponden a ondas es-
tacionarias que se forman en la peĺıcula de grafeno, las cuales son producto de la interferencia de
cuasipart́ıculas [36,113], debido al confinamiento de electrones y huecos por las reflexiones de Andreev
que sufren en la interfaces grafeno - superconductor. Los niveles de Andreev pueden corresponder a











































Figura 3.2: Se ilustra esquemáticamente el proceso que da origen a la formación de los niveles de
Andreev. Por múltiples reflexiones de Andreev en la interfase normal-superconductor se forman ondas
estacionarias en la región normal. Dependiendo del dopaje de la peĺıcula de grafeno y la enerǵıa de
excitación, se pueden presentar retroreflexiones a), o reflexiones de Andreev especulares b). Las ondas
estacionarias que surgen en la región normal dan origen a la formación de un espectro de enerǵıa
discreto. Las flechas indican la dirección de la velocidad de grupo y las ĺıneas sólidas y punteadas
distinguen entre un electrón y un hueco respectivamente.
estados ligados o cuasiligados dependiendo de la transparencia de las interfaces. Estos niveles por lo
tanto son responsables del transporte de la supercorriente a través de la juntura cuando una fuente
de corriente conectada a la juntura fija la diferencia de fase y determina el sentido y magnitud de la
supercorriente.
3.1. Función de onda para las cuasipart́ıculas
A partir de las soluciones de las ecuaciones de Bogoliubov - de Gennes - Dirac, en ambos valles de la
estructura de bandas, se construye la función de onda asociada a las cuasipart́ıculas dentro de la región
normal. Se combinan las soluciones para huecos y electrones en el espacio electrón-hueco o espacio de
Nambu, de tal manera que la dimensión de los espinores resultantes es cuatro, representando las dos
primeras componentes la componente electrónica de la cuasipart́ıcula y las dos últimas la componente



























































donde ϕn son espinores en el espacio de las subredes A y B, y son dados por






























Ẽ± = (EF ± E)/~vF ,
s± = sgn(EF ± E).
(3.3)
Los números de onda ke(h), son los asociados a electrones y huecos de la peĺıcula de grafeno, e incluyen
impĺıcitamente en la definición la función signo s±, para tener en cuenta el cambio en las velocidades
de grupo, cuando se considera un dopaje tipo p o n para la peĺıcula de grafeno. De tal forma que
dependiendo de la enerǵıa de excitación sea posible que tanto los electrones como los huecos se en-
cuentren en las bandas de valencia y conducción, o en bandas diferentes.
Al plantear la función de onda dada por (3.1) hemos considerado que existe una amplitud de pro-
babilidad de que un electrón o hueco, en el valle K o K ′, incida sobre la interfase GS, reflejándose
como electrón o hueco, en el valle K o K ′, considerando por lo tanto, todos los posibles procesos de
dispersión para enerǵıas de excitación E < |∆|.
A partir de la solución general de las ecuaciones Bogoliubov - de Gennes - Dirac (ecuación 2.2.1) se
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− k2y . (3.8)
Siendo EFS la enerǵıa de Fermi del superconductor. Para el análisis de los estados ligados de la juntura
SGS, se considera el rango de enerǵıa para el cual E < |∆|. Al plantear la función de onda para las
regiones superconductoras solo se deben escoger aquellas ondas que no diverjan cuando |x| → ∞ (para
el superconductor de la derecha) y |x| → −∞ (para el superconductor de la izquierda), las cuales co-
rresponden a las ondas evanescentes cuya amplitud decae dentro del superconductor con una longitud
caracteŕıstica denominada longitud de coherencia superconductora ξ0.









Las ondas con factores exponenciales de la forma eik+x y e−ik−x son no divergentes y decaen dentro de la
región superconductora derecha, y las ondas con factores de la forma e−ik+x y eik−x son no divergentes
que decaen dentro de la región superconductora izquierda. Por lo tanto la función de onda que describe



































donde el electrón que incide con enerǵıa E < |∆| sobre la interfase GS puede decaer como cuasipart́ıcula
tipo electrón con amplitud de probabilidad U1(U5) en el valle K(K
′), o decaer como cuasipart́ıcula
tipo hueco con amplitud de probabilidad U4(U8) en el valle K(K
′). La función de onda que describe
la cuasipart́ıcula dentro de la región superconductora izquierda es



































donde el electrón que incide con enerǵıa E < |∆| sobre la interfase SG puede decaer como cuasipart́ıcu-
la tipo electrón con amplitud de probabilidad U2(U6) en el valle K(K
′), o decaer como cuasipart́ıcula
tipo hueco con amplitud de probabilidad U3(U7) en el valle K(K
′).
La función de onda que describe a la cuasipart́ıcula en la juntura SGS es dada por
Ψ = ΨSLΘ(−x+W ) + ΨNΘ(x+W )Θ(−x) + ΨSRΘ(x), (3.12)
siendo Θ(x) la función escalón de Heaviside. Esta función de onda es una superposición de las solu-
ciones en cada uno de los valles de las ecuaciones de Bogoliubov - de Gennes - Dirac. La función Ψ y
su derivada deben ser continuas, ya que la función de onda de un electrón en el grafeno satisface la
ecuación de Schrödinger i.
Exigiendo continuidad en x = 0 y x = −W , para Ψ y su primera derivada dΨ
dx
, se obtiene un sistema
de 16 ecuaciones con 16 incógnitas que corresponden a las amplitudes de probabilidad U1, U2, U3, U4,
U5, U6, U7,U8, A, B, C, D, E, F, G, H (ver apéndice B). El sistema es homogéneo y posee solución
no trivial para las amplitudes si el determinante de los coeficientes es nulo. Esta condición permite
obtener una ecuación transcendente impĺıcita para la enerǵıa .
Es conveniente definir los números de onda,
a = (K + k+), b = (K − k−), c = (K − k+),
d = (K + k−), e = (K + ke), f = (K − ke),
g = (K + kh), h = (K − kh),
(3.13)
con el propósito de realizar aproximaciones sobre estas cantidades para más adelante lograr obtener
las ecuaciones impĺıcitas que satisface el espectro de enerǵıa.
Un requisito de la teoŕıa de campo medio de la superconductividad es que la longitud de onda de Fermi







iPara una explicación detallada se puede consultar conjuntamente la referencia [95] y la sección 2.1.1 de esta tesis
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Esto es equivalente a asumir una enerǵıa de Fermi del superconductor mucho mayor a la magnitud del
potencial de pares EFS >> |∆|. Para el caso en que la peĺıcula de grafeno posea una enerǵıa de Fermi
comparable con la enerǵıa de Fermi superconductora (caso de peĺıculas muy dopadas), se obtiene de













Con el propósito de examinar el comportamiento de los niveles de Andreev, se puede realizar la apro-
ximación de Andreev sobre las amplitudes, lo cual consiste en emplear (3.16) o (3.17).
Los rangos de enerǵıa que se consideran son aquellos para los cuales las ecuaciones de Bogoliubov - de
Gennes - Dirac tienen aplicabilidad, es decir considerando la región dentro de la estructura de bandas
en la cual la relación de dispersión es lineal, esto es cierto para EFS ≤1eV .
3.2. Cálculo de los niveles de Andreev
Para el análisis del espectro de enerǵıa discreto, es de interés examinar el caso de peĺıculas de grafeno
cuya enerǵıa de Fermi sea mucho menor a la enerǵıa de Fermi superconductora. Esto con el fin de
examinar la contribución tanto de los huecos en la banda de conducción y de valencia, y por ende
la contribución de las reflexiones de Andreev normales y las reflexiones de Andreev especulares en
la formación de los estados ligados de la juntura. Por convención se asume en este caṕıtulo que el
superconductor de la derecha posee una fase ϕ y el superconductor de la izquierda una fase cero. Se
toma un parámetro de orden ∆ = 1meV .
3.2.1. Espectro de enerǵıa para el caso de incidencia normal
Como un primer acercamiento se puede analizar el caso de incidencia normal. A partir de (3.3) y (3.6),
se tiene que para ky = 0
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eiα+ = eiα− = eiαe = eiαh = 1,
ke(h) =




Se asume un superconductor con dopaje alto (EFS ≈ 1eV ) de tal manera que los números de onda en
la región superconductora son dados por (3.17).
Despreciando el efecto del dopaje del superconductor
Para el caso en que ke(h), ky ≪ K los números de onda dados por (3.13) son todos iguales, y el espectro
de enerǵıa para incidencia normal se encuentra de resolver la ecuación
(cos[(ke + kh)W ]− i sin[(ke + kh)W ])u40 − 2 cos[ϕ]u20v20 + (cos[(ke + kh)W ]+




La expresión (3.19) es análoga (cambiando W/2 −→ W , y tomando ϕ = 0) a la expresión que se
obtiene para incidencia normal para el espectro de enerǵıa de una superficie grafeno-superconductor
(juntura IGS, I : aislante que modela el vaćıo).
u20e
−iW (ke+kh) − eiW (ke+kh)v20 = 0. (3.20)
Para el caso convencional los espectros de enerǵıa de las junturas INS y SNS son análogos para cual-
quier incidencia [43], realizando el cambio WINS −→ WSNS/2, siendo WINS y WSNS los anchos de la
región normal en las junturas INS y SNS respectivamente.
Teniendo en cuenta (3.18), la ecuación que satisface el espectro de enerǵıa es
e
−i 2EW
~vF u40 − 2 cos[ϕ]u20v20 + e
i 2EW
~vF v40 = 0. (3.21)
Haciendo la restricción E 6= 0, se puede dividir la ecuación (3.21) por u20v20, lo cual conlleva a que el
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lo cual se puede escribir como
Γ2 = eiΦ. (3.24)
Siendo


















|∆| + Φ+ 2πn = ±ϕ. (3.27)
Siendo n un número entero y ξ0 =
~v
|∆| , la longitud de coherencia superconductora. La ecuación (3.27)
es la misma que satisface el espectro de enerǵıa en el caso de una juntura Josephson convencional, la









+ 2πn = ±ϕ. (3.28)






+ 2πn = ±ϕ. (3.29)
Para este caso se obtiene que
E = ±|∆|| cos[ϕ/2]|. (3.30)
Siendo esta última expresión la que se recobra al tomar el regimen corto y el ĺımite transparente, en
la expresión obtenida en [51], para el espectro de enerǵıa de una juntura Josephson basada en grafeno
en el régimen baĺıstico.
En el ĺımite de E ≪ ∆, se tiene que la condición (3.27) se reduce a




|∆| + (2n+ 1)π = ±ϕ. (3.31)




[(2n+ 1)π ± ϕ]. (3.32)
Considerando el efecto del dopaje del superconductor.
Despreciando en las amplitudes dadas por (3.13) solamente los números de onda asociados a electrones
y huecos de la peĺıcula de grafeno, respecto al número de onda asociado a los valles de la estructura
de bandas, la condición para el determinante resulta ser de la forma (ver apéndice B)
F (E)G(E) = 0. (3.33)
Es de notar que aunque ky = 0 (incidencia normal), se han obtenido dos conjuntos de soluciones, en
contraste a una juntura SNS convencional para la cual el espectro de enerǵıa es degenerado a inciden-
cia normal.































Figura 3.3: Niveles de enerǵıa de la juntura superconductor-grafeno-superconductor. La enerǵıa de
Fermi del superconductor es EFS =1eV , L/ξ = 1.44. La ĺınea punteada separa las regiones asociadas
a reflexiones especulares (E > EF ) y retroreflexiones (E < EF ). La ĺınea continua (roja) corresponde
a la solución de (B.9) y la discontinua (azul) a la de (B.10). Se presentan los resultados para una
diferencia de fase de: a) ϕ = 0, b) ϕ = π/2, c) ϕ = π.
En la figura 3.3 se observa que el efecto de la mezcla de valles, y por ende del dopaje del superconduc-
tor, es ocasionar que se presenten oscilaciones al variar la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula de grafeno.
Para ciertos valores de EF el espectro presenta un degeneramiento de orden 4, y para otros valores hay
un desdoblamiento parcial de los niveles (ver figura 3.3). Con respecto al comportamiento del espectro
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Figura 3.4: Niveles de enerǵıa de la juntura superconductor-grafeno-superconductor, para una diferencia
de fase de π/2. La enerǵıa de Fermi del superconductor es EFS =1eV , L/ξ = 1.44. La ĺınea punteada
separa las regiones asociadas a reflexiones especulares (E > EF ) y retroreflexiones (E < EF ). La ĺınea
continua (roja) corresponde a la solución de (B.9) y la discontinua (azul) a la de (B.10). a) Primer
grupo y b) Segundo grupo de niveles de enerǵıa.
de enerǵıa de la juntura IGS, en el espectro de enerǵıa de la juntura SGS se aumenta el degeneramiento
de los niveles en un factor de 2.
A medida que se disminuye el valor de la enerǵıa de Fermi del superconductor EFS, las oscilaciones que
se presentan con la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula (ver figura 3.3) llegan a ser menos pronunciadas,
en completa analoǵıa a lo que ocurre para la juntura IGS, ver por ejemplo [126].
Para una diferencia fase de π/2, se observa un rompimiento parcial del degeneramiento (ver figura
3.4), dando lugar a dos grupos de niveles de enerǵıa. Para una diferencia de fase de π surge un nivel
de enerǵıa cercano a cero con un grado de degeneramiento menor (ver figura 3.3c) y el nivel de mayor
enerǵıa (ver figura 3.5), posee un comportamiento similar al que se observa para ϕ = 0.
El comportamiento de los niveles de enerǵıa como función de la diferencia de fase superconductora,
para una enerǵıa de Fermi fija de la peĺıcula se presenta en la figura 3.6. Se refleja que variaciones
de la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula de grafeno afectan el comportamiento de los niveles con la fase.
Se observa el hecho que para fase π existen niveles de baja enerǵıa y niveles cerca al gap superconductor.
En la figura 3.6, cerca a las regiones de fase cero y π, se observa el desdoblamiento de los niveles, mien-
tras que en las regiones intermedias el espectro es completamente degenerado. Puede compararse por
ejemplo el comportamiento presente en la figura 3.3a, con el comportamiento observado en la figura
3.7 en las regiones cercanas a fase cero. Esto es un aspecto importante ya que variaciones en la enerǵıa
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Figura 3.5: Niveles de enerǵıa de la juntura superconductor-grafeno-superconductor, para una diferencia
de fase de π. La enerǵıa de Fermi del superconductor es EFS =1eV , L/ξ = 1.44. La ĺınea punteada
separa las regiones asociadas a reflexiones especulares (E > EF ) y retroreflexiones (E < EF ). La ĺınea
continua (roja) corresponde a la solución de (B.9) y la discontinua (azul) a la de (B.10).
de Fermi de la peĺıcula de grafeno conducen a que el desdoblamiento de los niveles sea observable en
las regiones cerca a fase cero y π.
Para longitudes de la región normal mayores, el número de niveles aumenta, preservándose las carac-
teŕısticas que se exhiben en las figuras 3.3-3.7. Siendo el desdoblamiento de los niveles menos apreciable,
tanto en el comportamiento con la diferencia de fase superconductora como con la enerǵıa de Fermi
de la peĺıcula de grafeno.
3.2.2. Análisis del espectro de enerǵıa para el caso de incidencia general
Vamos a considerar el rango para el cual los números de onda para electrones y huecos en el grafeno
son reales, considerando por lo tanto ondas no evanescentes en la región normal, ya que estas no dan
origen a estados ligados en la juntura. La condición
(E −EF )2 − (~vFky)2 > 0, (3.34)
determina el máximo valor posible del número de onda ky. Teniendo en cuenta la ecuación (3.3) se
satisface la siguiente desigualdad
| sinα±| <
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Figura 3.6: Niveles de enerǵıa de la juntura superconductor-grafeno-superconductor como función de la
diferencia de fase superconductora, para una enerǵıa de Fermi de la peĺıcula fija. La enerǵıa de Fermi
del superconductor es EFS =1eV , L/ξ = 1.44. La ĺınea continua (roja) corresponde a la solución de
(B.9) y la discontinua (azul) a la de (B.10). a)EF = 0eV , b)EF = 1.4∆, c)EF = 3.9∆.
Para calcular el espectro se realiza la siguiente aproximación
eiα+ = eiα− = 1. (3.36)




En una reflexión de Andreev el número de onda en dirección k̂y se conserva, de tal manera que las ondas
evanescentes que se transmiten hacia la región superconductora poseen el mismo número de onda en
dirección k̂y que el del electrón o hueco que ha sufrido la reflexión de Andreev en la interfase NS. Para
el caso de un superconductor sobredopado y en el régimen EF ≪ EFS, este número de onda llega a
ser despreciable respecto al número de onda en dirección x de las cuasipart́ıculas del superconductor,
justificándose la aproximación realizada en (3.36).
Despreciando el efecto del dopaje del superconductor
Para el caso en que se desprecie en las amplitudes dadas por (3.13), los números de onda asociados
a electrones y huecos de la peĺıcula de grafeno y de cuasipart́ıculas del superconductor, respecto al
número de onda asociado a los valles de la estructura de bandas, se tiene que el espectro de enerǵıa se
encuentra de resolver la ecuación
−2u20v20(sinαe sinαh sin[keW ] sin[khW ] + cosαe cosαh cosϕ) + u40(cosαe cos[keW ]− i sin[keW ])(3.38)
(cosαh cos[khW ]− i sin[khW ]) + v40(cosαe cos[keW ] + i sin[keW ])(cosαh cos[khW ] + i sin[khW ]) = 0.
3.2. CÁLCULO DE LOS NIVELES DE ANDREEV 43





































Figura 3.7: Niveles de enerǵıa de la juntura superconductor-grafeno-superconductor como función de
la diferencia de fase superconductora, en la región cercana a fase cero. La enerǵıa de Fermi del super-
conductor es EFS =1eV , L/ξ = 1.44. La ĺınea continua (roja) corresponde a la solución de (B.9) y la
discontinua (azul) a la de (B.10). a)EF = 0∆, b)EF = 1.4∆, c)EF = 3.9∆.
Nótese que la ecuación (3.38), se reduce a la expresión (3.19), para el caso en el cual los ángulos de
incidencia αe(h), de los electrones y huecos en las interfases grafeno-superconductor sean cero.
Se observa en las figuras 3.9-3.11, que el número de niveles se incrementa a medida que el ancho de
la región normal aumenta. Adicionalmente se puede observar en las figuras 3.8-3.11, el efecto de la
diferencia de fase sobre el degeneramiento de los niveles, principalmente se observa la presencia de un
nivel de enerǵıa cercano a cero para fase π (ver por ejemplo figuras 3.8 y 3.11). Para una diferencia

































Figura 3.8: Niveles de enerǵıa de la juntura superconductor-grafeno-superconductor L/ξ = 8.66. Se
considera que la enerǵıa de Fermi del superconductor es EFS = 1eV y una enerǵıa de Fermi de la
peĺıcula EF = 0.1∆. Los niveles de Andreev representados corresponden a la solución de la ecuación
(3.38). Se presentan los resultados para una diferencia de fase de: a) ϕ = 0, b) ϕ = π/2, c) ϕ = π.
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Figura 3.9: Niveles de enerǵıa de la juntura superconductor-grafeno-superconductor para diferentes
anchos de la región normal. Se considera una diferencia de fase superconductora nula ϕ = 0. Los niveles
de Andreev representados corresponden a la solución de la ecuación (3.38). Se ha tomado una enerǵıa
de Fermi para la región normal de ∆/2. La longitud considerada es: a)L/ξ = 1.44, b)L/ξ = 2.88,
c)L/ξ = 7.22, d)L/ξ = 14.43.
Se observa en las figuras 3.8, 3.9, 3.11, 3.12-3.14, que para el caso de junturas largas y razones de
EF/∆ grandes, los niveles de Andreev presentan oscilaciones a medida que vaŕıa el número de onda
en dirección k̂y. Estas oscilaciones decaen a medida que el ángulo de incidencia en las interfases GS y
SG aumenta.
La condición (3.34) determina la región de enerǵıas y de números de onda ky, en donde se está consi-
derando los modos no evanescentes de la peĺıcula de grafeno, de tal manera que el perfil del espectro
de enerǵıa se ve influenciado cuando la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula de grafeno EF vaŕıa, esto se
ilustra en la figuras 3.12-3.14. Los valores para EF están restringidos por (3.37).
La ecuación (3.34) determina dos regiones cónicas en el espacio de enerǵıa E contra número de onda
ky. Al variar la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula de grafeno se vaŕıa el tamaño y la abertura de los conos.
Para EF > ∆ solo aparece uno de los conos (el inferior) y se observa que a medida que aumenta la
enerǵıa de Fermi de la peĺıcula de grafeno, se incrementa el rango de los números de onda ky para los
cuales existen estados ligados dentro de la juntura.
El comportamiento cualitativo de las figuras 3.8-3.14 reproduce lo presentado en el trabajo de Bee-
nakker [60], acerca del espectro de enerǵıa de una juntura Josephson en el ĺımite largo (longitudes de
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Figura 3.10: Niveles de enerǵıa de la juntura superconductor-grafeno-superconductor para diferentes
anchos de la región normal. Se considera una diferencia de fase superconductora de ϕ = π/2. Los
niveles de Andreev representados corresponden a la solución de la ecuación (3.38). Se ha tomado una
enerǵıa de Fermi para la región normal de ∆/2. La longitud considerada es: a)L/ξ = 1.44, b)L/ξ =
2.88, c)L/ξ = 7.22, d)L/ξ = 14.43.
la región normal mucho mayores a la longitud de coherencia superconductora). La degeneración de
los niveles y el comportamiento con la fase poseen las mismas caracteŕısticas a las gráficas obtenidas
en el ĺımite en que se desprecie el efecto del dopaje del superconductor sobre el espectro de enerǵıa.
Las consecuencias del efecto del dopaje del superconductor se deben reflejar en el comportamiento
de la corriente donde al romperse el degeneramiento de los niveles la contribución de los niveles de
Andreev aumenta, haciendo este efecto interesante. Lo anterior no ha sido reportado anteriormente en
la literatura.
Considerando el efecto del dopaje del superconductor
Para este caso no es posible obtener una ecuación anaĺıtica transcendente para la enerǵıa, por lo tan-
to, se procede númericamente a hallar el espectro de enerǵıa como función de la diferencia de fase
superconductora y el número de onda ky. Se redefinen los factores de coherencia para evitar una sin-
gularidad en E = 0, esto se hace multiplicando por una función varias columnas de la matriz, al hacer
esto finalmente no se afecta el espectro de enerǵıa, ya que la condición exige que el determinante de
la matriz sea nulo. Adicionalmente como se puede ver en la ecuación (B.3), y en las expresiones de los
determinantes (3.19), (B.9), (B.10) y (3.38), los factores eiaL, eibL, e−icL, e−idL, se pueden eliminar en
46CAPÍTULO 3. NIVELES DE ANDREEV EN JUNTURAS JOSEPHSON BASADAS EN GRAFENO










































Figura 3.11: Niveles de enerǵıa de la juntura superconductor-grafeno-superconductor para diferentes
anchos de la región normal. Se considera una diferencia de fase superconductora de ϕ = π. Los niveles
de Andreev representados corresponden a la solución de la ecuación (3.38). Se ha tomado una enerǵıa
de Fermi para la región normal de ∆/2. La longitud considerada es es: a)L/ξ = 1.44, b)L/ξ = 2.88,
c)L/ξ = 7.22, d)L/ξ = 14.43.
el cálculo del determinante de la matriz 16 × 16 de la ecuación (B.3), ya que son factores constantes
en las columnas de (B.3). Se construye númericamente la función determinante como función de la
enerǵıa y el número de onda en la dirección k̂y. Se determina el mapa de contornos cuando la función
es nula, lo cual da directamente el espectro de enerǵıa de los niveles de Andreev de la juntura Josephson.
Comparando las figuras 3.9c, 3.10c y 3.11c, con la figura 3.15, podemos ver que el efecto que tiene la
mezcla de valles sobre el espectro de enerǵıa de la juntura Josephson, es el rompimiento del degenera-
miento de los niveles de Andreev.
Podemos comparar el espectro de enerǵıa que se obtiene para diferentes valores de la enerǵıa de Fermi
de la peĺıcula de grafeno y una enerǵıa de Fermi del superconductor fija. Se observa en la figuras
3.16-3.18 que hay un desdoblamiento de los niveles en ciertos rangos de enerǵıa y números de onda. Se
tomaron los mismos parámetros que se escogieron para los resultados presentados en la figura 3.7, esto
con el fin de mostrar el efecto de la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula de grafeno sobre el desdoblamiento
de los niveles de Andreev, para EF = 0.01eV se exhibe desdoblamiento a incidencia normal, para
EF = 1.4∆ se exhibe un degeneramiento de orden 2, y para EF = 3, 9∆ hay un degeneramiento de
orden 4.
































Figura 3.12: Niveles de enerǵıa de la juntura superconductor-grafeno-superconductor para diferentes
valores de EF/∆: a) 0.2, b) 3, c) 10. Se considera una diferencia de fase superconductora nula ϕ = 0.
































Figura 3.13: Niveles de enerǵıa de la juntura superconductor-grafeno-superconductor para diferentes
valores de EF/∆: a) 0.2, b) 3, c) 10. Se considera una diferencia de fase superconductora ϕ = π/2.
Los niveles de Andreev representados corresponden a la solución de la ecuación (3.38). L/ξ = 3.46.
Un punto a mencionar es que en el caso ĺımite en que se desprecien en las amplitudes los números
de onda en las regiones normal y superconductora, respecto al número de onda asociado a los valles,
aplicar la condición de frontera sobre la función de onda es equivalente a aplicar las condiciones de
frontera sobre las soluciones espinoriales de las ecuaciones de Bogoliubov- de Gennes - Dirac en cada
uno de los valles por separado. Al escribir la función de onda de las cuasipart́ıculas como una super-
posición de las soluciones de las ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes- Dirac en cada uno de los valles,
se introduce expĺıcitamente en el espectro la dependencia con el vector de onda asociado a los valles.
El hecho de que el espectro sea no degenerado y que presente oscilaciones al variar la enerǵıa de Fermi
del grafeno, es debido a la mezcla de valles de la estructura de bandas que se ha introducido en las fun-
ciones de onda de las cuasipart́ıculas (ver por ejemplo, ecuaciones (3.1), (3.10) y (3.11)). Al despreciar
en las amplitudes los números de onda de las regiones normal y superconductora se está desacoplando
los valles, se elimina la dependencia expĺıcita respecto a K y EFS y el espectro de enerǵıa no exhibe
oscilaciones con respecto a la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula de grafeno. Cuando se tiene la mezcla de
valles existe un rompimiento del degeneramiento en el espectro, adicional al que se tiene debido a la
































Figura 3.14: Niveles de enerǵıa de la juntura superconductor-grafeno-superconductor para diferentes
valores de EF/∆: a) 0.2, b) 3, c) 10. Se considera una diferencia de fase superconductora ϕ = π. Los
niveles de Andreev representados corresponden a la solución de la ecuación (3.38). L/ξ = 3.46.
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Figura 3.15: Primer nivel de enerǵıa de la juntura superconductor-grafeno-superconductor con ancho
L/ξ = 7.22. Se considera que la enerǵıa de Fermi del superconductor es EFS = 1eV y una enerǵıa de
Fermi de la peĺıcula EF = 0.5∆. Se presentan los resultados que muestran el efecto de la mezcla de
valles, esto para una diferencia de fase de : a) ϕ = 0, b) ϕ = π/2, c) ϕ = π. Se ha tomado ∆ = 1meV .
diferencia de fase superconductora.
El estudio teórico de junturas Josephson superconductor - grafeno - superconductor ha sido realizado
en varios trabajos [51, 60, 61], en ellos el estudio se restringe a junturas para las cuales la longitud
de la peĺıcula de grafeno que hace el papel de la región normal, es mucho menor a la longitud de
coherencia superconductora. En este régimen la supercorriente es transportada principalmente por los
niveles de enerǵıa discretos (niveles de Andreev) que se forman por debajo del gap superconductor. Se
ha encontrado en esta tesis que el espectro de enerǵıa discreto presenta oscilaciones al variar la enerǵıa
de Fermi de la peĺıcula de grafeno y estas llegan a ser más pronunciadas cuando la enerǵıa de Fermi del
superconductor es mayor [88]. El hecho de que aparezcan estas oscilaciones es debido a la mezcla de
valles que se introduce en la función de onda que describe a las cuasipart́ıculas en el grafeno. Adicio-
nalmente esta mezcla de valles introduce desdoblamiento en los niveles de enerǵıa que son responsables
del transporte de la supercorriente, lo cual puede influir sobre el comportamiento de la corriente cŕıtica.
En [60] se ha estudiado el espectro de enerǵıa de una juntura Josephson SGS. Estos resultados se re-
producen en nuestro modelo despreciando el efecto del dopaje del superconductor y por ende la mezcla
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Figura 3.16: Niveles de enerǵıa para una juntura con L/ξ = 1.44. Se considera que la enerǵıa de
Fermi del superconductor es EFS = 1eV , y una diferencia de fase nula. Se ilustra el comportamiento
para EF/∆ = 3.9. a) Solución de la ecuación (3.38), b)Solución númerica con el efecto del dopaje
(∆ = 1meV ).












Figura 3.17: Niveles de enerǵıa para una juntura con L/ξ = 1.44. Se considera que la enerǵıa de
Fermi del superconductor es EFS = 1eV , y una diferencia de fase nula. Se ilustra el comportamiento
para EF/∆ = 0.01. a) Solución de la ecuación (3.38), b)Solución númerica con el efecto del dopaje
(∆ = 1meV ).
de valles de la función de onda de las cuasipart́ıculas. Es por lo tanto de interés examinar el hecho de
que la mezcla de valles ocasiona un degeneramiento adicional de los niveles de Andreev, permitiendo
que la contribución a la corriente Josephson aumente.
Es de interés examinar el ĺımite opuesto en el cual la longitud de la peĺıcula de grafeno que hace el
papel de la región normal, es mayor a la longitud de coherencia superconductora. En este caso es
necesario incluir la contribución de los estados del continuo al cálculo de la supercorriente a través de
la juntura, lo cual hacemos en los caṕıtulos siguientes.
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Figura 3.18: Niveles de enerǵıa para una juntura con L/ξ = 1.44. Se considera que la enerǵıa de
Fermi del superconductor es EFS = 1eV , y una diferencia de fase nula. Se ilustra el comportamiento
para EF/∆ = 1.4. a) Solución de la ecuación (3.38), b)Solución númerica con el efecto del dopaje
(∆ = 1meV ).
Caṕıtulo 4
Funciones de Green y cálculo de la
corriente Josephson
En este caṕıtulo introducimos el formalismo de las funciones de Green para las ecuaciones de Bogoliubov-
de Gennes- Dirac y su aplicación para el cálculo de la corriente Josephson en estructuras que involucran
grafeno. Para ello, resolvemos la ecuación de Dyson en la juntura SGS considerando condiciones de
frontera “armchair”y zigzag.
Las propiedades de transporte eléctrico en superconductores se pueden estudiar mediante el compor-
tamiento de sus excitaciones elementales las cuales son descritas por las ecuaciones de Bogoliubov - de











δ(r− r′)He(r, t) ∆(r, r′, t)




Siendo He(r, t) un hamiltoniano electrónico que involucra la presencia de campos magnéticos, el efecto
de potenciales escalares y el potencial de Hartree-Fock. El potencial de pares está dado por
∆(r, r′, t) = ±V (r, r′)〈Φ−α(r′, t)Φα(r, t)〉, (4.2)
donde Φα(r, t) y Φ
†
α(r, t), son operadores de campo fermiónicos que destruyen o crean un electrón con
esṕın α en la posición r y en el tiempo t ; los signos + y − corresponden a α =↑ y α =↓ respectivamente.







siendo un(r, t) y vn(r, t) las componentes de electrón y de hueco de la función de onda de la cuasi-
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es posible mostrar que la función de Green definida por
Ĝret(r, t, r′, t′) = −iθ(t − t′)〈[Ψ̂(r, t), Ψ̂†(r′, t′)]+〉 (4.5)
satisface las ecuaciones de Bogoliubov - de Gennes inhomogéneas
i~
∂Ĝret(r, t, r′, t′)
∂t
= ~δ(t− t′)δ(r− r′)I+
∫
dr′Ĥ(r, r′, t)Ĝret(r, t, r′, t′). (4.6)
Dado que la ecuación (4.1) es lineal en las funciones de onda e involucra solo una derivada de primer
orden en el tiempo, la función de onda debe satisfacer una ecuación integral de la forma
ϕn(r, t) = i
∫
Ĝret(r, t, r′, t′)ϕn(r
′, t′)dr′ (4.7)
Para el caso t′ < t se define la función de Green retardada, la cual corresponde al propagador de
cuasipart́ıculas en el sistema. Por ejemplo, la componente Ĝret11 (r, t, r
′, t′) es el propagador electrón -
electrón y es la amplitud de probabilidad de que se realice la transición del estado Φ†↑(r
′, t′)|Υ〉 al
estado Φ†↑(r, t)|Υ〉, siendo |Υ〉 un estado excitado del superconductor. Para el caso de las ecuaciones
de Bogoliubov - de Gennes -Dirac en el grafeno, la filosof́ıa es la misma, aumentándose la dimensión
del espacio debido a los sitios A y B de la estructura cristalina.
Si el sistema es independiente del tiempo Ĥ(r, r′), se puede realizar la transformación de Fourier
Ĝret(r, r′, E) =
∫
d(t− t′)eiE(t−t′)/~Ĝret(r, r′, t− t′), (4.8)
A partir de Ĝret(r, r′, E) es posible determinar la densidad local de estados a partir de la parte imagi-
naria de la función de Green, mediante la expresión
N(E, r) = −1
π
ℑ[Gret11 (r, r′, E) |r′=r]. (4.9)
Para el caso del grafeno se incluye una traza para tener en cuenta la contribución en ambos sitios A
y B. Teniendo en cuenta que una de las dimensiones de la peĺıcula es mucho mayor a la otra, existe
una invarianza de traslación a lo largo del eje y, y por lo tanto las soluciones de las ecuaciones de
Bogoliubov - de Gennes - Dirac son proporcionales a factores de la forma eikyy, y de nuevo al realizar
una transformación de Fourier se obtiene
Gret(x, x′, ky, E) =
∫
d(y − y′)eiky(y−y′)Gret(r, r′, E). (4.10)
Por lo tanto la densidad espectral como función de la coordenada x, el número de onda ky y la enerǵıa
E, se expresa como
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N(E, x, ky) = −
1
π
ℑ[Gret11 (x, x′, ky, E) |x′=x]. (4.11)
Las condiciones de frontera en el tiempo se traducen en el espacio de enerǵıas, a que la función de
Green retardada se calcule mediante la expresión
Gret(x, x′, ky, E) = ĺım
η→0+
G(x, x′, ky, E + iη), (4.12)
siendo G(x, x′, ky, E), la función de Green del sistema de estudio. En esta tesis el problema involucra
junturas compuestas por regiones izquierda y derecha que se acoplan por un potencial de interface V el
cual se incluye en las ecuaciones de Bogoliubov - de Gennes. La función de Green de la juntura satisface
la ecuación de Dyson, y las funciones de Green de las regiones por separado se pueden determinar a
través del método de soluciones asintóticas [43, 127].
A partir del cálculo de la función de Green retardadai para un sistema compuesto de varias regiones,
es posible calcular la densidad local de estados. En el caso en que se considere una región izquierda L
y una derecha R, para el cálculo de la función de Green del sistema acoplado, se resuelve la ecuación
de Dyson [108, 128, 129], la cual toma una forma algebraica para sistemas independientes del tiempo,
y se puede escribir como
G = g + gΣG, (4.13)
Para la región izquierda se obtiene
GLL = gLL + gLLΣLRGRL, (4.14)
Al resolver la ecuación (4.14), se está obteniendo la solución del sistema a todo orden, y por lo tanto en
el cálculo de las propiedades de transporte eléctrico se obtienen expresiones mas generales que para el
caso del ĺımite túnel. La función de Green G del sistema acoplado, compuesto por una región derecha
R e izquierda L, se halla a partir de la función de Green no perturbada del sistema de la izquierda gLL
y la función de Green perturbada GRL. La función de Green gLL da la amplitud de probabilidad de
propagación libre de cuasipart́ıculas en la región izquierda, el segundo término de la ecuación (4.14)
se refiere a la propagación de una cuasipart́ıcula en la región izquierda pero teniendo en cuenta la
perturbación, donde puede haber propagación hasta la región derecha y de nuevo propagación hacia la
región izquierda (ver figura 4.1), por ello el segundo término aparece como el producto de una función
de Green no perturbada gLL(propagación en el lado izquierdo) y el factor ΣLRGRL(propagación hacia
el lado derecho y regreso hacia el lado izquierdo), siendo ΣLR la autoenerǵıa [108,128,129] que conecta
iEn lo que sigue omitiremos el supeŕındice ret, y salvo que se indique lo contrario las funciones de Green son
retardadas, y corresponden a los propagadores de las cuasipart́ıculas
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ambas regiones.
Mediante esta metodoloǵıa es posible calcular la función de Green para una juntura superconductor
- grafeno - superconductor SGS utilizando (4.14). Se determina en primera instancia la función de
Green del subsistema que acopla el superconductor semi-infinito de la derecha y la peĺıcula de grafeno,
esto se realiza empleando la ecuación de Dyson, de esta manera se obtiene la función de Green G̃GS del
subsistema GS, el cual se acopla con el superconductor del lado izquierdo con función de Green g̃SI ,
obteniendóse la función de Green perturbada G̃SGS de la juntura superconductor - grafeno - super-
conductor. Es conveniente calcular la función de Green G̃SGS en la región intermedia, con el propósito
de evaluar la densidad de estados, y examinar el comportamiento de los niveles de Andreev discretos
y el espectro de enerǵıa del continuo, de la misma manera es posible calcular la supercorriente de la
juntura Josephson.
4.1. Cálculo de las funciones de Green del sistema acoplado
Para proceder al cálculo de la función de Green de un sistema compuesto por una o varias regiones se
debe proceder a resolver la ecuación de Dyson. Para el caso en que se esté considerando la interfase
entre dos regiones una denominada región izquierda L, y otra denominada región derecha R que se
acoplan en x = 0(ver figura 4.1), se tiene que la función de Green del sistema acoplado GLL se obtiene
a partir de las funciones de Green de los sistemas desacoplados gLL(RR), al resolver las siguientes
ecuaciones
GLL(x, x
′) = gLL(x, x
′) + gLL(x,−0−)ΣLR(−0−, 0−)GRL(0+, x′), (4.15)
GRL(0
+, x′) = gRR(0
+, 0−)ΣRL(0
−,−0−)GLL(−0+, x′), (4.16)
GLL(−0+, x′) = gLL(−0+, x′) + gLL(−0+,−0−)ΣLR(−0−, 0−)GRL(0+, x′). (4.17)
Reemplazando (4.17) en (4.16) se obtiene
GRL(0
+, x′) = gRR(0
+, 0−)ΣRL(0
−,−0−)[gLL(−0+, x′) + gLL(−0+,−0−)ΣLR(−0−, 0−)GRL(0+, x′)].(4.18)
Despejando GRL(0
+, x′) se tiene
[I − gRR(0+, 0−)ΣRL(0−,−0−)gLL(−0+,−0−)ΣLR(−0−, 0−)]GRL(0+, x′) = gRR(0+, 0−)ΣRL(0−,−0−)gLL(−0+, x′),(4.19)
GRL(0
+, x′) = [I − gRR(0+, 0−)ΣRL(0−,−0−)gLL(−0+,−0−)ΣLR(−0−, 0−)]−1gRR(0+, 0−)ΣRL(0−,−0−)gLL(−0+, x′).(4.20)
Reemplazando (4.20) en (4.15) se obtiene
GLL(x, x
′) = gLL(x, x




Factorizando y utilizando propiedades de la inversa del producto de matrices [AB]−1 = B−1A−1, y
considerando el caso que las inversas de las autoenerǵıas ΣLR(RL) y de gRR(0
+, 0−) existan, es posible
obtener














Figura 4.1: Se ilustra la interfase entre dos regiones las cuales se acoplan mediante una interacción,
este acople se representa mediante un parámetro perturbativo denominado “hopping”. Las autoenerǵıas
ΣLR(RL) conectan ambas regiones. Para calcular el propagador de x a x
′ para x < x′, se tiene en cuenta
la propagación libre en la región izquierda, y debido al acople el otro término que contribuye involucra
la propagación de la cuasipart́ıcula hacia la derecha y su regreso hacia la izquierda. En la interfase se
consideran ĺımites por la izquierda y por la derecha x → ±0+,±0−, mediante los cuales se escribe la
ecuación de Dyson.
GLL(x, x
′) = gLL(x, x
′) + gLL(x,−0−)[Σ−1RLgRR(0+, 0−)−1Σ−1LR − gLL(−0+,−0−)]−1gLL(−0+, x′). (4.22)
Para el caso en que se considere una peĺıcula de grafeno tipo “armchair”, las autoenerǵıas son dadas
por












siendo t el parámetro de acople.
La expresión (4.22) es adecuada para el cálculo de la función de Green del sistema GS, cuando se
considera una frontera tipo “armchair”, ya que tanto las autoenerǵıas como la función de Greeb del
superconductor del lado derecho garmSD = gRR(0
+, 0−)−1 poseen inversa. La expresión (4.22) es útil para
el caso de una frontera tipo zigzag, ya que sus autoenerǵıas y la función de Green gzigSD = gRR(0
+, 0−)−1
no poseen inversa.
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4.1.1. Función de Green para una peĺıcula de grafeno con bordes “arm-
chair”
Para nuestro sistema de la juntura Josephson, la peĺıcula de grafeno se ubica entre x = 0 y x = −W (ver
figura 4.2), su función de Green se determina partir de las soluciones asintóticas de las ecuaciones de












































































donde ∆x = x′ − x, X = x + x′, ke(h) representan los vectores de onda de electrón y hueco respecti-
vamente, y el signo superior es tomado para electrones y el inferior para huecos. Las expresiones para
ke(h),αe(h) son dadas por (5.10).
Los coeficientes de reflexión de las ondas de un valle en el otro, estan dados por
rLe(h) = se
∓2i(K+ke(h))xL , rRe(h) = se
∓2i(K−ke(h))xR, (4.30)
r′Le(h) = se
±2i(K−ke(h))xL , r′Re(h) = se
±2i(K+ke(h))xR,
Donde s = ∓1 representa dos tipos diferentes de condiciones de frontera. El signo superior − indica
que la función de onda decae a cero en la interfase, el signo inferior + indica que la primera derivada
de la función de onda decae a cero en la interfase. Como se ilustra en la figura 4.2, la peĺıcula de
grafeno está ubicada entre xL = −W y xR = 0, asumiendo que se satisface la condición s = +1, los
coeficientes de reflexión son
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rLe(h) = e
±2i(K+ke(h))W , rRe(h) = 1, (4.31)
r′Le(h) = e









Figura 4.2: La peĺıcula de grafeno se ubica en el pano x− y, posee un ancho W . Su función de Green
se determina a través de las soluciones que satisfacen las condiciones de frontera en x = −W y x = 0.





























4.1.2. Funciones de Green para un superconductor con estructura de gra-
feno con borde “armchair”
Se ha logrado inducir superconductividad en el grafeno por medio de superconductores de baja tem-
peratura cŕıtica tales como el aluminio y el wolframio [55,102], los cuales presentan una simetŕıa tipo
s para el parámetro de orden, sin embargo, la simetŕıa hexagonal del grafeno permite en principio
parámetros de orden que posean simetŕıa d o p [130–132], esta última se logró inducir recientemente
sobre una peĺıcula de grafeno [133]. Teniendo en cuenta esto se plantea un modelo de un superconduc-
tor con estructura de grafeno, y a partir de él se determinan las funciones de Green del superconductor
a partir de las soluciones asintóticas de las ecuaciones de Bogoliubov - de Gennes - Dirac.
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Como se ilustra en la figura 4.3, el superconductor semi-infinito del lado derecho está ubicado desde
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Para el caso en que se asuma una fase cero para el superconductor de la derecha, se tiene ∆ = ∆∗. Las






















































































Figura 4.3: Se ilustra los dos superconductores semi-infinitos que se consideran para proceder a hallar
la función de Green de la juntura. Entre los dos superconductores se asume una diferencia de fase
ϕ. Ambos superconductores se ubican en el plano x − y. En el problema de interés las fronteras en
x = −W y x = 0, corresponden a interfases grafeno superconductor.
La función de Green del superconductor del lado izquierdo g̃SI(x, x
′) que está ubicado desde x = −∞
hasta x = −W (ver figura 4.16), se puede obtener a través de la función de Green del lado derecho
g̃SD(x, x
′) mediante una reflexión seguida de una traslación de coordenadas. Al realizar la reflexión se
cambia x −→ −x y x′ −→ −x′. La función de Green g̃SD(x, x′) está escrita con valores absolutos, aśı
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que es válida para 0 < x < x′ y 0 < x′ < x, por lo tanto la función de Green reflejada g̃SD(−x,−x′)
es válida también para x′ < x < 0 y x < x′ < 0. Al realizar la traslación se cambia x −→ x +W y
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Se ha asumido una convención en la cual el superconductor del lado izquierdo posee una fase −ϕ, de





















































siendo esta vez X = x+ x′ + 2W .
En las interfases de la peĺıcula de grafeno con los superconductores x′, x = −W y x′, x = 0 las funciones
auxiliares tanto del superconductor del lado izquierdo como del lado derecho son dadas por
n1/2(−W,−W ) = n1/2(0, 0) = 0, (4.38)
t1/2(−W,−W ) = t1/2(0, 0) = tanα+ ± tanα−,











































































































A partir de estas funciones de Green superficiales de la peĺıcula de grafeno y del superconductor, es
posible obtener las funciones de Green del sistema acoplado, para ello es necesario emplear las ecua-
ciones (4.22) y (4.22).
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Figura 4.4: Se ilustran la peĺıcula de grafeno con función de Green g̃P y el superconductor semi-
infinito de la derecha con función de Green g̃SD, los cuales se acoplan en x = 0. El parámetro P1 está
relacionado con la transparencia de la interfase, P1 = 0 es el ĺımite túnel, y P1 = 1 corresponde a una
transmisión perfecta.
Como se ilustra en la figura 4.4, el primer paso es realizar el acople entre el superconductor semi-infinito











′)− P 21 ĝP (x,−0−)[ĝSD(0+, 0−) + P 21 ĝP (−0+,−0−)]−1ĝP (−0+, x′)
]
.(4.41)
Donde se ha utilizado el hecho que
σ̂−1x ĝSD(0
+, 0−)−1σ̂x = ĝSD(0
+, 0−). (4.42)





0 < P1 < 1.
A partir de la función de Green dada por (4.41), es posible calcular la densidad de estados de la juntura
GS, evaluada en algún punto sobre la peĺıcula de grafeno.




































Figura 4.5: Se ilustran el superconductor semi-infinito de la izquierda con función de Green g̃SI, y el
subsistema GS con función de Green G̃GS los cuales se acoplan en x = −W . El parámetro P2 está
relacionado con la transparencia de la interfase, P2 = 0 es el ĺımite túnel, y P2 = 1 corresponde a una
transmisión perfecta.
4.3. Función de Green para la juntura Josephson SGS
La ecuación (4.41) permite calcular la función de Green de la juntura GS evaluada en la región
intermedia, la cual ahora va a ser la función de Green del lado derecho para la juntura Josephson
SGS. Se acopla el subsistema GS al superconductor del lado izquierdo, de forma similar a como se
realiza en (4.22) es posible obtener la función de Green para el sistema SGS evaluada en la región

















Para este caso la expresión (4.45) tiene ventaja con respecto a la forma presentada en (4.22) ,ya que la
función de Green del lado derecho es una matriz 4x4, y sus elementos son todos diferentes de cero, por
lo tanto numéricamente es mejor realizar multiplicaciones que realizar el cálculo de varias inversas.





0 < P2 < 1.
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4.4. Cálculo de la corriente de equilibrio para la juntura Jo-
sephson SGS
En general cuando se considera una región izquierda L y una región derecha R, mediante el método de
la aproximación Hamiltoniana es posible calcular la corriente de equilibrio y la de no equilibrio(cuando










Lo anterior proviene de emplear la ecuación de movimiento de Heisenberg para el operador número
total de part́ıculas N̂L(τ) y el cálculo del valor promedio de la variación con respecto al tiempo del








Para una situación fuera del equilibrio se adopta el formalismo de Keldysh [128,134], mediante el cual
se definen las funciones de Green de no equilibrio, y se introduce un ordenamiento temporal de los
operadores a través del contorno de Keldysh, el cual permite tratar la perturbación externa al sistema
que lo saca del equilibrio.
Las funciones de Green de Keldysh [128, 134], que se usan para tratar el problema de transporte en
sistemas superconductores, se definen como
Ĝαβij (tα, t
′
β) = −i〈T̂c[Ψ̂i(tα)Ψ̂†j(t′β)]〉 (4.48)
donde α, β indica la rama temporal en el contorno de Keldysh, y el operador T̂c ordena los tiempos en























Lo anterior permite escribir la expresión para la corriente (4.46), en términos de las funciones de Green






RL (τ, τ)− t̂∗Ĝ+−LR (τ, τ))], (4.51)
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Realizando una transformación de Fourier al espacio de frecuencias














RL (ω)− t̂∗Ĝ+−LR (ω))], (4.54)
Finalmente para el caso del grafeno, es necesario ampliar el espacio, de tal forma que a partir de
las funciones de Green del sistema acoplado es posible calcular la corriente para una juntura SGS,






















En la ecuación (4.55) se tiene en cuenta la contribución de los niveles de enerǵıa discretos que surgen
por debajo del gap superconductor, aśı como la contribución de los estados del continuo a la corriente.
Esto hace que el método sea robusto para el cálculo de las propiedades de transporte. En el equili-
brio(a voltaje cero) las funciones de Green de Keldysh [128], G̃+−RL (E) y G̃
+−
LR (E), son proporcionales a
la función de Green de la juntura y a la función de distribución de Fermi-Dirac.
Para el caso “armchair”se hace necesario resolver la ecuación de forma númerica, debido a que no es
posible obtener una expresión anaĺıtica para las funciones de Green perturbadas, donde las funciones
de Green desacopladas son de tamaño 4×4, y el cálculo de la inversa no es manejable, ya que ninguna
componente es nula.











RL (E, ky)− Σ̃RLG̃+−LR (E, ky)),
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donde los ı́ndices L y R denotan en una interface la región izquierda y derecha. σ̌z = σ̂z
⊗
I, con
σ̂z la matriz de Pauli,
⊗
el producto tensorial que surge debido a la representación de Nambu y el
espacio de la subred. Σ̃LR, Σ̃RL son las autonerǵıas las cuales modelan el acoplamiento entre regiones
normales y superconductoras con estructura de grafeno, y su estructura depende del borde de las
interfases. La ecuación(4.58) toma en cuenta contribuciones de los niveles de Andreev discretos y el
continuo, los estados propagantes y evanescentes son incluidos en el cálculo mediante un valor de corte
para el número de onda kc. PL y PR son los parámetros de “hopping”entre las regiones normal y
superconductora. La estructura resultante es matricial de dimensión 4× 4 para las funciones de Green
y las autoenerǵıas. Para el caso zigzag las autoenerǵıas pueden ser escritas como











con pL(R) = ~vFPL(R). En el caso “armchair”es posible factorizar la autoenerǵıa en la ecuación (4.58)
ya que











En el equilibrio, se puede usar la propiedad
G̃+−RL(LR)(E, ky) = (G̃
a
RL(LR)(E, ky)− G̃rRL(LR)(E, ky))f(E), (4.61)
donde f(E) es la distribución de Fermi-Dirac para las cuasipart́ıculas. Con la propiedad de arriba y las









ℜ{GrLReeBA(E, ky) +GrLReeAB(E, ky) +GrLRhhBA(E, ky) +GrLRhhAB(E, ky)










ℜ{GrLReeBA(E, ky) +GrLRhhBA(E, ky)−GrRLeeAB(E, ky)
−GrRLhhAB(E, ky)}[2f(E)− 1]dkydE, (4.63)
donde ℜ denota la parte real. Las funciones de Green G̃rRL(LR) son matrices 4×4, donde ee(hh) denota
las componentes de electron(hueco) en el espacio de Nambu, y A(B) denota el espacio de la subred.
Las funciones de Green perturbadas no locales G̃rRL(LR) pueden ser obtenidas a través de una ecuación
algebraica mediante
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G̃RL =G̃RRΣ̃RLg̃LL, (4.64)
G̃LR =g̃LLΣ̃LRG̃RR, (4.65)
donde G̃RR es la función de Green perturbada del sistema SGS, and g̃LL es la función de Green no per-
turbada del superconductor de la izquierda. Con el propósito de obtener G̃RR es necesario resolver dos
ecuaciones de Dyson similares a las ecuaciones (4.64),(4.65) en x = 0 y x = −L(ver Figs. 4.4 y 4.5 ),
donde las funciones de entrada son las funciones de Green no perturbadas para los superconductores de
la izquierda y la derecha y para la nanocinta de grafeno, las cuales han sido obtenidas previamente [129].
La ecuación de Dyson se soluciona numéricamente para el caso “armchair”debido a que la estructura
matricial es más complicada. El caso zigzag tiene varias componentes nulas, lo que permite obtener
una expresión anaĺıtica para las funciones de Green no locales. La expresión para la función de Green
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donde se han definido las cantidades auxiliares










































Te(h) = 1 +
E
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− P 4Rcech, (4.74)











2 − JeJh). (4.75)
(4.76)
La corriente a través de la juntura es obtenida reemplazando la Ec. (4.66) y otra expresión similar


















donde de(h),D1(2) son dados por las Ecs. (4.68),(4.74),(4.75). El resultado muestra que la dependen-
cia con la fase se aleja del comportamiento senosoidal, debido a la presencia de un factor adicional que
depende de la fase. En el ĺımite túnel los factores D1, D2(ϕ) son iguales a la unidad, y por lo tanto se
recobra el comportamiento senosoidal.
Caṕıtulo 5
Corriente cŕıtica y Skewness
En este caṕıtulo se presentan los resultados para la corriente cŕıtica y la relación corriente fase en jun-
turas Josephson donde el acople entre las regiones superconductoras se logra a través de una peĺıcula
de grafeno o una juntura pn de grafeno. Nuestro trabajo permite cuantificar diferencias en el compor-
tamiento de junturas con interfaces de borde definido: “armchair”y zigzag. En esta tesis los cálculos
tienen en cuenta la contribución de los estados del continuo a las propiedades de transporte, por lo
tanto complementa estudios previos, y permite cuantificar el comportamiento de la corriente cŕıtica y
el “skewness”tanto en el reǵımen corto como en el largo. Se determina como depende el “skewness”del
dopaje de la peĺıcula, encontrando la presencia de oscilaciones. Damos una explicación al comporta-
miento de la corriente cŕıtica y la relación corriente fase, a partir de las condiciones de resonancia de
Klein en el caso transparente, y la condición de cuantización de los estados ligados de las nanocintas
en el caso de interfaces no ideales. Se examina el comportamiento con la temperatura y se compara con
resultados clásicos y experimentos recientes en junturas Josephson SGS. Se encuentra una diferencia
marcada entre ambos tipos de borde al considerar interfaces no ideales, y en el ĺımite túnel se analiza
para bajos valores de dopaje el efecto del estado de borde en el caso zigzag.
5.1. Corriente cŕıtica
A partir de la expresión obtenida para la corriente en el caṕıtulo anterior (ver ecuación (4.55)), se
calcula la corriente Josephson DC como función de la diferencia de fase superconductora, mediante la
cual es posible determinar la corriente cŕıtica Ic. Se consideran junturas SGS con borde tipo “arm-
chair”y zigzag. Se evalua el efecto del dopaje, longitud de la peĺıcula de grafeno, la transparencia
de las interfaces grafeno-superconductor, sobre la corriente cŕıtica y se evalua su dependencia con la
temperatura. Se presenta en la Fig. 5.1 un ejemplo de las relaciones corriente fase obtenidas, las cuales
han sido calculadas tomando los parámetros que se indican en [66], encontrando que salvo algunas
pocas diferencias se mantienen las caracteŕısticas generales del comportamiento que son: la corriente
cŕıtica aumenta con el dopaje, y disminuye al aumentar la temperatura y la longitud de la juntura. El
comportamiento tiende al senosoidal para temperaturas cercanas a la cŕıtica.
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Figura 5.1: Relaciones corriente fase obtenidas mediante el método de funciones de Green, para los
mismos parámetros escogidos en la figura 1 de la referencia [7]. Se considera los reǵımenes corto a)
y b)), intermedio c) y d)) y largo e) y f)). Las gráficas de la izquierda corresponden a peĺıculas no
dopadas EF/∆ = 0, y las de la derecha son tales que EF/∆ = 20. Los diferentes marcadores y colores
distinguen los valores de temperatura escogidos.
Para interfaces transparentes PL = PR = 1 y considerando una juntura corta (L/ξ = 0.1992) con borde
“armchair”y T = 0, se presenta en la Fig. 5.2 el resultado obtenido para Ic en función de la enerǵıa
de Thouless (ETh = ~vF/L). Podemos observar que la curva exhibe unos cambios de concavidad, y
que el comportamiento es creciente, adicionalmente en el punto de Dirac (EF = 0) la corriente tiene
un valor finito. Este tipo de comportamiento ha sido descrito por otros autores en el ĺımite corto y
sin considerar un borde definido en las interfaces grafeno-superconductor [51]. Los menores valores de
corriente son obtenidos para bajos dopajes, debido a que en estos casos la contribución de los estados
evanescentes llega a ser más relevante.
Los cambios de concavidad en la curva de corriente cŕıtica se pueden explicar teniendo en cuenta
que los electrones responsables del transporte eléctrico en la juntura, experimentan una diferencia de
enerǵıas de Fermi entre las regiones normal y superconductora, lo que conduce a que las cuasipart́ıcu-
las experimenten una variación de potencial efectivo. La corriente cŕıtica depende de la transmisión
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a través de la barrera y de la separación entre los superconductores. Podemos analizar el efecto que
tiene el potencial efectivo sobre la transmisión de los electrones considerando el sistema en el estado
normal. Lo anterior nos lleva a que el problema de transporte eléctrico en la juntura se pueda entender
a través del análisis del tunelamiento de Klein de una barrera de potencial.


















Figura 5.2: Comportamiento de la corriente cŕıtica para una juntura SGS en función de la enerǵıa
de Fermi de la peĺıcula de grafeno, normalizada a la enerǵıa de Thouless (ETh) de la juntura. Se
considera una juntura en el ĺımite corto L/ξ ≈ 0.1992(L/ξ ≪ 1), con borde “armchair”, e interfaces
transparentes PL = PR = 1. La curva que describe el comportamiento presenta varios cambios de
concavidad que pueden ser atribuidos a las resonancias en la transmisión debido a la paradoja de Klein
que exhibe el grafeno. La corriente cŕıtica Ic es normalizada al valor I0 = e∆(0)/~.
Podemos determinar la ubicación de los puntos de inflexión de la curva de corriente cŕıtica, graficando
la derivada de la corriente cŕıtica respecto al parámetro E/ETh, donde los respectivos máximos y







podemos determinar de la Fig. 5.3 que los puntos de inflexión de la Fig. 5.2, que corresponden a
cambios de concavidad positiva a negativa (máximos locales en la Fig. 5.3) están distanciados por
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∆P ∗ ≈ 3.187. Los puntos de inflexión de la Fig. 5.2, que corresponden a cambios de concavidad ne-
gativa a positiva (mı́nimos locales en la Fig. 5.3) están distanciados ∆P ∗1 ≈ 3.585 y ∆P ∗2 ≈ 3.386.
Los anteriores números son cercanos a π y más adelante los relacionaremos con las condiciones de







Figura 5.3: Derivada de la corriente cŕıtica en función de la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula de grafeno,
normalizada a la enerǵıa de Thouless (ETh) de la juntura. Juntura con borde “armchair”L/ξ ≈ 0.1992
(L/ξ ≪ 1), interfaces transparentes PL = PR = 1. Los máximos y mı́nimos representan los puntos
de inflexión de la curva de corriente cŕıtica, las ĺıneas continuas y discontinuas representan múltiplos
enteros y semienteros de π.
Para determinar la corriente que fluye a través de una juntura SGS, se deben tener en cuenta la
contribución de los niveles de Andreev discretos como la de los estados de enerǵıa del continuo, adi-
cionalmente se deben tomar en cuenta todos los posibles ángulos de incidencia de las cuasipart́ıculas
sobre la interface, y se incluye la contribución de los estados evanescentes. Podemos examinar el efecto
que tiene hacer una restricción en los números de onda, es decir sobre los modos involucrados en el






La condición anterior nos garantiza que estamos considerando los estados evanescentes y los estados
del continuo de una forma apropiada, donde Emax = 3∆. A medida que EF aumenta más modos
contribuyen al transporte. El parámetro EF/ETh vaŕıa de 0 → 10, y dependiendo de la longitud de
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la peĺıcula, esto conlleva variaciones en EF hasta de 50∆ para el caso más corto considerado en esta






Figura 5.4: Comportamiento de la corriente cŕıtica en función de la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula de
grafeno, normalizada a la enerǵıa de Thouless (ETh) de la juntura. Se considera una juntura en el ĺımite
corto L/ξ = 0.1992 (L/ξ ≪ 1), con borde “armchair”, e interfaces transparentes PL = PL = 1. Se
examina el efecto de cambiar el número y tipo de modos que contribuyen al transporte. a) Se comparan
los resultados al tomar rangos de integración definidos por las ecuaciones (5.3), (5.4) y (5.5). b) Se
observa el cambio de comportamiento cuando se restringe fuertemente los modos que contribuyen a la









y examinar el efecto sobre la corriente cŕıtica. En la Fig. 5.4a) se puede observar que al emplear la
condición dada por la Ec. (5.4), las diferencias solo son apreciables para bajos dopajes en este ĺımite
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corto (L/ξ = 0.1992). Por otro lado, el comportamiento de la curva cambia drásticamente cuando se
limita la amplitud en el número de onda (kymax2), y solo se consideran algunos modos dentro y por
fuera del cono de Dirac (ver Fig. 5.4b)).
a)
b)
Figura 5.5: a) Comportamiento de la corriente cŕıtica para una juntura SGS en función de la enerǵıa
de Fermi de la peĺıcula de grafeno, normalizada a la enerǵıa de Thouless (ETh) de la juntura. Se consi-
deran varias longitudes de la peĺıcula L/ξ ≈ 0.1992, 0.3983, 0.7967, 1.593, 3.187, con borde “armchair”e
interfaces transparentes PL = PR = 1. Los puntos de inflexión se ubican para los mismos valores de
dopaje. b) Los mismos datos pero en una gráfica semi-logaŕıtimica para apreciar el cambio en amplitud.
La corriente cŕıtica Ic es normalizada al valor I0 = e∆(0)/~.
El comportamiento para diferentes longitudes es presentado en la Fig. 5.5, en la cual se puede observar
que la ubiación de los puntos de inflexión es invariante y existen cambios de amplitud, donde a mayor
longitud la corriente cŕıtica decrece. La variación de la enerǵıa de Fermi para cada longitud se realiza
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de tal manera que EF/ETh ∈ [0, 10], para el caso más corto EF ∈ [0, 50∆], y en el caso más largo
EF ∈ [0, 3.125∆]. En el caso de junturas largas la condición dada por la Ec. (5.4) afecta de una manera
mas fuerte el comportamiento de la corriente. Los resultados indican que el comportamiento cualita-
tivo que se observa para junturas largas no difiere cualitativamente de los del caso corto, indicando
que la justificación para que la ubicación de los puntos de inflexión no cambie, no puede ser debida a
caracteŕısticas del espectro de enerǵıa, sino a propiedades mas esenciales de la juntura.
a)
b)
Figura 5.6: a) Comportamiento de la corriente cŕıtica para una juntura SGS en función de la enerǵıa
de Fermi de la peĺıcula de grafeno, normalizada a la enerǵıa de Thouless (ETh) de la juntura. Se
consideran varias longitudes de la peĺıcula L/ξ = 0.797, 1.593, 3.187, con borde zigzag e interfaces
transparentes PL = PR = 1. Los puntos de inflexión se ubican para los mismos valores de dopaje.
Se comparan los resultados con los de borde “armchair”equivalentes en longitud. b) Los mismos datos
pero en una gráfica semi-logaŕıtimica para apreciar el cambio en amplitud. La corriente cŕıtica Ic es
normalizada al valor I0 = e∆(0)/~.
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El efecto del tipo de borde se presenta en la Fig. 5.6, donde se comparan los resultados para borde
“armchair”y zigzag, para tres longitudes diferentes, considerando casos menores y mayores a la lon-
gitud de coherencia superconductora. Se encuentra que en general la corriente es mayor en el caso
“armchair”, y se sigue presentando el mismo comportamiento manteniéndose la ubicación de los pun-
tos de inflexión. Por el momento se menciona solo una diferencia de amplitud en la corriente, pero más
adelante se muestra que el efecto de interfaces no ideales, permite establecer diferencias claras entre
los dos tipos de borde.
La juntura Josephson se puede entender como el caso de una barrera de potencial, y el análisis del
transporte de corriente a través de la juntura se puede realizar a través de las resonancias en la trans-
misión en junturas GG’G (G’: peĺıcula de grafeno con dopaje diferente a la peĺıcula G). Al revisar
cálculos de transporte realizados en junturas GG’G, se puede sugerir que la supercorriente puede he-

















Figura 5.7: Diagrama que ilustra la relación entre las enerǵıas de Fermi del superconductor EFS y
la peĺıcula de grafeno EF . Los electrones inciden con una enerǵıa de excitación E. El transporte
electrónico en el sistema se puede modelar a través de una barrera de potencial, que da cuenta de
la alineación de los conos de Dirac en las diferentes regiones. U0 hace referencia a la enerǵıa potencial
electrostática asociada a los electrones en la juntura. a) Juntura con dopaje tipo n, b) Juntura con
dopaje tipo p.
El análisis que conlleva a considerar la analoǵıa entre la juntura Josephson y la barrera de potencial
es el siguiente: el superconductor posee una enerǵıa de Fermi mucho mayor a la enerǵıa de Fermi de
la peĺıcula de grafeno EFS ≫ EF ; EFS es fijada por un electrodo superconductor en bloque el cual
induce superconductividad a una peĺıcula de grafeno que entra en contacto con la región normal; EF
se fija mediante un electrodo metálico el cual mediante un voltaje de compuerta (“gate”) Vg, y por
efecto del campo eléctrico resultante fija la concentración de portadores en la peĺıcula de grafeno en el
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estado normal; los conos de Dirac se desplazan en enerǵıa (ver figura 5.7), sin importar el signo de EF ,
es decir dopaje tipo p o tipo n, se puede considerar que la diferencia de las enerǵıas de Fermi entre las
regiones se puede modelar mediante la introducción de un potencial en la ecuación de Dirac. Por lo
tanto el problema de una juntura GG’G, se puede modelar como el problema de un electrón que incide
sobre una barrera de potencial, donde la enerǵıa de excitación E es menor a la altura de la barrera
U0, ya que por lo general E ≪ EFS. La relación de las enerǵıas de Fermi y el potencial efectivo en la
peĺıcula de grafeno es dada por
U0 = EFS − EF . (5.6)
A partir de las soluciones de las ecuaciones de Bogoliubov de Gennes - Dirac en el valle K, y las con-
diciones de continuidad para las funciones de onda, se puede obtener la probabilidad de transmisión
de los electrones a través de la barrera, la cual es dada por
T = 1− |r|2, (5.7)
r =
−2 sin(SqexW )e−iα(sinα− sin θ)
e−iSqexW cos(α + θ) + eiSqexW cos(α− θ)− 2i sin(SqexW )
. (5.8)
Siendo α y θ los ángulos de incidencia y refracción en la interfase, los cuales indican el ángulo que hace
el vector velocidad de grupo con la normal a la interfase y
ke(h) = s±[Ẽ
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Ẽ± = (E ±EFS)/~vF ,









Ẽ∗± = (E ±EFS)/~vF ,
s± = sgn(E ±EF ).
(5.10)
La expresión dada por la ecuación (5.8) es similar a la obtenida en [31]. La probabilidad de transmisión
es igual a la unidad si se satisface
SqexW = nπ, (5.11)
n = 1, 2, 3, ...
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Es importante notar que la condición anterior se obtiene para el conocido problema de una barrera
de potencial de altura V0 en mecánica cuántica, para enerǵıas de incidencia mayores a la altura de
la barrera. La diferencia radica acá en que para una enerǵıa de excitación E menor a U0 es posible
obtener una transmisión perfecta (sin tener alguna restricción sobre U0), y por esa razón se acuña el
término tunelamiento de Klein. Cabe mencionar que el grafeno es un material en el cual es posible
observar por primera vez experimentalmente la paradoja de Klein, la cual fue predicha en f́ısica de
altas enerǵıas pero inaccesible experimentalmente.
Un electrón que incida con enerǵıa E y número de onda ky en la barrera, puede presentar una resonancia
en la transmisión si el número de onda refractado cumple la condición dada por la ecuación (5.11),
lo que conlleva a que para ciertas enerǵıas de Fermi de la peĺıcula de grafeno G′ se obtengan las
resonancias en la transmisión. En la figura 5.8, se ilustra el comportamiento de la probabilidad de
transmisión (a enerǵıa cero) en función de la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula de grafeno, para un
ángulo de incidencia fijo, se puede observar que la transmisión es perfecta para varios valores de la









Figura 5.8: Comportamiento de la probabilidad de transmisión como función de la enerǵıa de Fermi
de la peĺıcula de grafeno, , normalizada a la enerǵıa de Thouless (ETh) de la juntura. Se considera
una juntura en el ĺımite corto L/ξ = 0.1992 (L/ξ ≪ 1), con borde “armchair”. Se ha considerado un
ángulo de incidencia α = 0.05rad.
El comportamiento de la corriente cŕıtica debe heredar propiedades de la juntura GG′G, por lo tanto
podemos tener un acercamiento anaĺıtico haciendo uso de la ecuación (5.11) hacia la predicción de la
ubicación de las resonancias y por lo tanto de los puntos cŕıticos, los cuales están relacionados con la
alta probabilidad de transmisión. A partir de la condición de transmisión perfecta se puede obtener que
para enerǵıa de excitación cero e incidencia normal, la ubicación de las resonancias se deben presentar
para los valores
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EF/ETh = nπ, (5.12)
n = 1, 2, 3, ...
Lo anterior podemos ver que coincide en parte con la ubicación de algunos de los puntos de inflexión
ilustrados en la Fig. 5.3. El cálculo de la corriente involucra una integración sobre enerǵıa, que corres-
ponde a considerar enerǵıas de excitación las cuales están en el rango E ∈ [0, 3∆], y una integración
sobre el número de onda (cuyo rango depende a su vez de la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula de grafeno),
por lo tanto la posición de las resonancias se debe modificar, sin embargo, al comparar la posición de
los máximos locales en la Fig. 5.3 podemos ver que la Ec. (5.12) da una predicción cercana, donde
el distanciamiento entre los puntos cŕıticos tiene una diferencia porcentual del 1.22 por ciento, con
el valor predicho. En una sección posterior se establecerá también como la predicción dada por la
ecuación (5.12), está relacionada con los máximos del “skewness”.
A partir de la ecuación (5.8), se puede calcular la probabilidad de transmisión integrada sobre el
número de onda y a enerǵıa de excitación cero. En la Fig. 5.9 se ilustra el comportamiento donde se
puede observar que aunque es menos marcado el efecto, la curva exhibe una ondulación del mismo
tipo que la observada en la Fig. 5.2, presentando también los puntos de inflexión. Lo anterior muestra
correspondencia existente entre los resultados obtenidos mediante funciones de Green y aquellos obte-
nidos mediante el modelo de Klein (ecuación (5.8)). Los cambios de concavidad que se observan en la
probabilidad de transmisión también deben estar asociados a resonancias en la transmisión debidas a
la paradoja de Klein.
Figura 5.9: Comportamiento de la probabilidad de transmisión (T) a enerǵıa de excitación cero e
integrada en el número de onda, como función de la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula de grafeno EF ,
normalizada a la enerǵıa de Thouless (ETh) de la juntura. Se puede observar la ondulación en la
curva, la cual debe estar asociada a la misma causa por la cual la corriente cŕıtica exhibe unos puntos
de inflexión.
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Cuando se considera la región de dopajes negativos (EF < 0), se encuentra que el comportamiento
cualitativo de la corriente cŕıtica es el mismo que el de dopajes positivos, presentándose solamente
una asimetŕıa en la amplitud, lo mismo ocurre también para el comportamiento de la probabilidad de
transmisión.
5.2. Skewness
Para una juntura Josephson túnel, está establecido que el comportamiento de la corriente Josephson
con la fase, exhibe un comportamiento senosoidal, de tal manera que al aplicar la ecuación (2.19), se
obtiene un valor nulo para el “skewness”. Existen revisiones en la literatura acerca del comportamien-
to de la relación corriente-fase para junturas Josephson en las cuales los dos superconductores están
conectados por un enlace débil [107,109]. Es posible obtener el comportamiento de la relación corriente-
fase para ciertos reǵımenes de longitud y temperatura de forma anaĺıtica, sin embargo para el caso
general no existe solución, donde se debe tener en cuenta la comparación entre distintos parámetros del
sistema como: la longitud de coherencia ξ, longitud de la juntura L, camino libre medio l, longitud de
Fermi λF , transparencia de las interfaces, los modos de transmisión, etcétera. Como ejemplo, podemos
mencionar que en el caso de junturas SNS en el ĺımite largo (L≫ ξ) y puro (l ≫ L) el comportamiento
a temperatura cero, establece que la relación corriente fase debe exhibir un comportamiento tipo diente
de sierra (“sawtooth”), donde para este caso en particular el valor de “skewness”S = 1. Lo que hace
interesante al grafeno es que sin cambiar la longitud o temperatura, el comportamiento de la relación
corriente fase se puede ajustar fácilmente mediante un campo eléctrico, dado que el nivel de Fermi es
sintonizable. Usualmente, los sistemas basados en grafeno tienen alta transmisión, por lo tanto, es de
esperar valores de “skewness”más altos comparados con los de junturas Josephson SNS.
En la Fig. 5.10 se presenta los resultados del “skewness”para una juntura en el ĺımite corto (L≪ ξ) y
borde “armchair”, se observa la presencia de oscilaciones en función del dopaje. Los insertos muestran
las relaciones coriente-fase en el intervalo ϕ ∈ [0, π], e ilustran cómo el valor de “skewness”representa
una desviación del comportamiento senosoidal.
La inclusión de los estados del continuo al cálculo de la corriente Josephson, afecta los valores de
“skewness”, los cuales si no se incluyeran daŕıa como resultado para algunos casos, valores de “skew-
ness”negativos. En la juntura SGS la contribución de los niveles de Andreev discretos y del continuo
poseen diferentes dependencias con la diferencia de fase superconductora, esto también ha sido men-










Figura 5.10: Comportamiento del “skewness”en función de la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula de grafeno,
normalizada a la enerǵıa de Thouless (ETh) de la juntura. La curva que describe el comportamiento
presenta valores máximos y mı́nimos los cuales pueden ser relacionados con los cambios de concavidad
de la curva de corriente cŕıtica. Los insertos muestran el comportamiento de la corriente Josephson con
la fase, donde a mayor valor de “skewness”, la desviación de la curva del comportamiento senosoidal
es mayor.
Figura 5.11: a) Comportamiento del “skewness”para una juntura SGS en función de la enerǵıa de Fermi
de la peĺıcula de grafeno, normalizada a la enerǵıa de Thouless (ETh) de la juntura. Se consideran
varias longitudes de la peĺıcula L/ξ ≈ 0.3984, 0.7967, 1.593, 3.187, con borde “armchair”e interfaces
transparentes PL = PR = 1.
En general, los resultados para el “skewness”en esta tesis, muestran que este presenta oscilaciones en
función de la enerǵıa de Fermi, y más aún, que su comportamiento está correlacionado con el de la
corriente cŕıtica, indentificando los máximos y mı́nimos de la curva de “skewness”, y los cambios de con-
cavidad de las curvas de corriente. El distanciamiento entre los máximos locales del “skewness”y entre
el segundo y tercer mı́nimo es d ≈ 3.187, el cual es el mismo valor obtenido para el distanciamiento de
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los máximos en la gráfica de la derivada de la corriente cŕıtica (ver figura 5.3). La correlación existente
entre los puntos cŕıticos de las curvas de corriente cŕıtica y “skewness”, no ha sido mencionada por
otros autores, según la literatura revisada a la fecha. Los máximos locales se pueden explicar a través
de las resonancias de Klein que satisfacen la ecuación (5.12), ya que los estados con alta probabilidad
de transmisión producen una desviación mayor del comportamiento senosoidal.
En la Fig. 5.11 se comparan los resultados para varias longitudes de la peĺıcula, con borde tipo “arm-
chair”, encontrando que la ubicación de los máximos y mı́nimos locales es invariante con la longitud,
el comportamiento cualitativo es el mismo. Salvo en el caso más largo, los valores son muy cercanos y
las curvas se superponen, el hecho de que los valores de “skewness”disminuyan para el caso más largo
es debido a la pérdida de coherencia entre los superconductores a medida que se aumenta la longitud
de la juntura. La predicción para bajos valores de dopaje o en el punto de Dirac, no se ha realizado
anaĺıticamente para el caso “armchair”.
Para el caso zigzag (ver Fig. 5.12), el comportamiento cualitativo es el mismo, se mantiene la ubicación
de los puntos cŕıticos, y se observa también el efecto de la disminución del “skewness”al aumentar la
longitud de la peĺıcula.
Figura 5.12: a) Comportamiento del “skewness”para una juntura SGS en función de la enerǵıa de Fermi
de la peĺıcula de grafeno, normalizada a la enerǵıa de Thouless (ETh) de la juntura. Se consideran varias
longitudes de la peĺıcula L/ξ ≈ 0.3984, 0.7967, 1.593, 3.187, con borde zigzag e interfaces transparentes
PL = PR = 1.
Un resultado experimental inicial [110], atribuye un comportamiento lineal al comportamiento del
“skewness”en función del voltaje de “gate”, sin embargo, examinando los datos publicados, cabe la
posibilidad de revaluar esa hipótesis y plantear que lo que se está evidenciando es una oscilación, para
ello seŕıa necesario mejorar la resolución de los datos experimentales, y variar mas finamente el dopaje
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de la peĺıcula de grafeno. El comportamiento oscilatorio ha sido medido recientemente en una juntura
Josephson con grafeno encapsulado [135], y nuestro modelo es consistente con los resultados obtenidos.
El comportamiento del producto de la corriente cŕıtica y la resistencia en el estado normal IcRN , el
denominado voltaje cŕıtico, exhibe un comportamiento similar al que presenta el “skewness”, esto ha
sido analizado teóricamente en [51]. En [135] se han medido oscilaciones del “skewness”y la resistencia,
las cuales se encuentran fuera de fase.
Los resultados de esta tesis muestran que en el punto de Dirac el valor de “skewness”cambia dependien-
do de la longitud de la peĺıcula y del tipo de frontera, los valores númericos obtenidos están en el rango
0.18 < S < 0.4, encontrándose que para el caso del ĺımite corto y frontera zigzag el valor calculado
coincide con el predicho teóricamente para dopaje cero [51] . Se espera que debido a los avances en la
fabricación de nanocintas con borde definido, se pueda mostrar que para el caso de junturas Josephson
con fronteras “armchair”, se obtenga un valor de “skewness”cercano S = 0.4 a bajos dopajes de la
peĺıcula de grafeno.
5.3. Efecto de la transparencia de las interfaces
Para analizar el efecto Josephson en una juntura SGS, podemos comparar los resultados obtenidos con
los de las junturas Josephson clásicas [107,109,136,137] ScS (c: constricción), donde el enlace débil que
conecta los superconductores es una constricción. También se puede examinar los resultados de juntu-
ras de doble barrera aislante SINIS, ya que la juntura SGS se puede pensar como una juntura de ese
tipo, donde el valor de transparencia en las interfases varia al cambiar el valor de “hopping”en las in-
terfaces grafeno-superconductor. En el caso de las junturas SINIS las resonancias de Breit-Wigner [107]
influyen sobre el comportamiento de la corriente cŕıtica.
El comportamiento de la corriente cŕıtica como función de la enerǵıa de Fermi, se muestra en la Fig.
5.13, para diferentes valores de transparencia de las interfaces grafeno-superconductor considerando
ambos tipos de borde de la peĺıcula. En el caso transparente PL = PR = 1 como se ha mencionado
antes, la corriente cŕıtica Ic se incrementa monótonamente, y los resultados para ambos tipos de borde
son cualitativamente similares. En contraste, para interfaces no ideales con valores de transparencia
por debajo de la unidad (PR = PL = 0.5), el comportamiento es diferente, donde la corriente exhibe
máximos y mı́nimos locales, ver por ejemplo Fig. 5.13), y las curvas para el caso “armchair”y zigzag
están fuera de fase.
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Figura 5.13: Comportamiento de la corriente cŕıtica como función de la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula
de grafeno EF , para ambos tipos de borde “armchair”y zigzag, L/ξ ≈ 1.593. La corriente cŕıtica Ic es
normalizada al valor I0 = e∆(0)/~. PL, PR son los parámetros de “hopping”entre las interfaces grafeno-
superconductor del lado izquierdo y derecho. En la figura z − z y arm denotan los tipos de borde. Las
ĺıneas continuas y discontinuas verticales representan los valores predichos por las ecuaciones (5.12) y
(5.14). Las ĺıneas punteadas corresponden a la ubicación de los dos primeros máximos y mı́nimos de
la corriente cŕıtica para el caso no ideal.
Es bien conocido como las resonancias en la transmisión aparecen en sistemas con base en grafeno no
superconductores, en los cuales se diseñan barreras [31,32] y pozos cuánticos [138]. En algunos trabajos
se ha analizado cómo la transmisión es afectada por procesos que son debidos o no a la paradoja de
Klein [38]. En la Fig. 5.13, se observa que para el caso de interfaces no ideales, el espaciamiento entre
máximos o mı́nimos locales es cercano a π, de una manera similar a como se distancian los puntos
cŕıticos en el caso transparente, y también es posible explicar la aparición de los máximos mediante una
condición de resonancia diferente a la presentada en la ecuación (5.12). Para el caso PL = PR = 0.5 los
estados ligados de las nanocintas juegan un papel en el transporte, y las condiciones de cuantización
de los modos son relevantes [93]. Hay una transición en el comportamiento de la corriente cŕıtica donde
los puntos de inflexión se convierten en máximos y mı́nimos locales. Las curvas están fuera de fase y
la razón es que la condición de cuantización de los modos en la peĺıcula “armchair”es equivalente a la
ecuación que da la condición de las resonancias de Klein
EF/ETh = nπ, (5.13)
n = 1, 2, 3, ...,
mientras que para el caso zigzag se obtiene







n = 1, 3, 5...
Los valores predichos por la ecuación (5.14) son representados por ĺıneas discontinuas en las Figs. 5.13
y 5.14, los valores predichos por la ecuación (5.12) son representados por ĺıneas discontinuas, y las
ĺıneas punteadas representan la ubicación de los dos primeros máximos y mı́nimos locales para el caso
no ideal y ambos tipos de borde.
Las caracteŕısticas de las interfaces grafeno-superconductor con cruciales, donde para interfaces no
ideales, se puede observar también diferencias en el comportamiento del “skewness”(ver Fig. 5.14). Las
curvas están fuera de fase y los picos poseen diferente ancho. La ecuación 5.14 predice la posición de
los máximos para el caso zigzag, y la ecuación (5.12) explica el caso “armchair”, de nuevo la razón del
comportamiento es debida a los estados ligados de la nanocinta.
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Figura 5.14: Comportamiento del “skewness”como función de la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula de
grafeno EF , para ambos tipos de borde “armchair”y zigzag, L/ξ ≈ 1.593. PL, PR son los parámetros de
“hopping”entre las interfaces grafeno-superconductor del lado izquierdo y derecho. En la figura z− z y
arm denotan los tipos de borde. Las ĺıneas continuas y discontinuas representan los valores predichos
por las ecuaciones (5.12) y (5.14). Las ĺıneas punteadas corresponden a la ubicación de los dos primeros
máximos y mı́nimos de la corriente cŕıtica para el caso no ideal. Se puede observar el desfase de las
curvas al cambiar los valores de transparencia.
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Recientemente, oscilaciones de la corriente cŕıtica como función del dopaje han sido medidas para
junturas Josephson [52, 139], las cuales son atribuidas a resonancias tipo Fabry-Perot en la región
normal. Otros trabajos muestran oscilaciones de la conductancia para estructuras resonantes con gra-
feno [32, 140], la idea que está detrás es el transporte a través de modos resonantes.
Una caracteŕıstica importante que distingue las junturas Josephson con borde “armchair”y zigzag, es
que cuando se considera bajos valores de transparencia en las interfases (parámetro de acople PR = 0.1),
la corriente cŕıtica es mayor en el caso zigzag (ver Fig. 5.15), para todo el rango de dopaje y puede ser
explicado por la influencia del estado de borde sobre el transporte. En la Fig. 5.13 puede ser visto que
para bajos valores de dopaje (EF/ETh < 2) y PL = PR = 0.5, la corriente cŕıtica es también mayor en
el caso zigzag.
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Figura 5.15: Comportamiento de la corriente cŕıtica como función de la enerǵıa de Fermi de la peĺıcula
de grafeno EF , para ambos tipos de borde “armchair”y zigzag, L/ξ ≈ 1.593. La corriente cŕıtica Ic
es normalizada al valor I0 = e∆(0)/~. PL, PR son los parámetros de “hopping”entre las interfaces
grafeno-superconductor del lado izquierdo y derecho. En la figura z − z y arm denotan los tipos de
borde. Se observa el efecto del estado de borde, para bajos valores de transparencia.
La densidad local de estados integrada sobre el número de onda, en función de la enerǵıa y la diferen-
cia de fase superconductora se presenta en la Fig. 5.16. Las ĺıneas punteadas en las Figs. 5.13 y 5.14,
corresponden a los valores de dopaje para los cuales la corriente cŕıtica exhibe los máximos y mı́nimos
localesi, y para los cuales se evalua la densidad de estados. Para el caso EF/∆ = 2.125 y PL = PR = 1
(Figs. 5.16a) y 5.16b)), la densidad presenta cualitativamente el mismo comportamiento, en contraste
con el caso PL = PR = 0.5 (Figs. 5.16c) 5.16d)) donde hay diferencias entre los casos zigzag y “arm-
chair”, lo cual explica el cambio del comportamiento monótono al oscilatorio en la corriente cŕıtica.
El mismo argumento puede ser invocado cuando se considera el otro valor de dopaje EF/∆ = 3, al
iSe analiza los dos primeros puntos cŕıticos, ya que el análisis para los demás puntos cŕıticos es similar en el caso no
ideal
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Figura 5.16: Comportamiento de la densidad local de estados como función de la enerǵıa E y la di-
ferencia de fase superconductora ϕ, para ambos tipos de borde “armchair”y zigzag, L/ξ ≈ 1.593. Se
indica el valor de fase para el cual se maximiza la corriente Josephson. PL, PR son los parámetros de
“hopping”entre las interfaces grafeno-superconductor del lado izquierdo y derecho. En la figura z − z
y arm denotan los tipos de borde. Los valores de dopaje EF/∆ = 2.125, 3, corresponden a los valores
indicados por las ĺıneas punteadas en las Figs. 5.13 y 5.14.
Un análisis de la dispersión con la fase de los estados en la Fig. 5.16, puede explicar porque las figuras
5.16c) y 5.16h), están asociadas con los máximos locales de la Fig. 5.13, mientras que las figuras 5.16d)
y 5.16g) están asociadas con los mı́nimos locales. Lo anterior puede ser hecho teniendo en cuenta la
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expresión dada por la ecuación (2.20) [113]. Adicionalmente también es posible estimar porque para el
caso EF/∆ = 3, el mı́nimo local que se presenta para la corriente en el caso “armchair”(ver Fig.5.13),
tiene el mismo valor que el máximo local para el caso zigzag.
5.4. Comportamiento del Skewness en función de la corriente
cŕıtica
La Fig. 5.17 presenta el comportamiento del “skewness”en función de la corriente cŕıtica, para un do-
paje fijo y variando temperatura. Se encuentra una dependencia no lineal en acuerdo con otros cálculos
teóricos [66]. Solo se podŕıa garantizar un comportamiento lineal para bajos valores de corriente cŕıtica,
es decir en un rango de temperatura cercano a la temperatura cŕıtica, esto se menciona debido a que
en un trabajo no publicado [64], se obervó el comportamiento lineal mostrado en la Fig. 5.18. Para
poder observar el comportamiento no lineal los experimentos deben ser realizados en el rango de bajas
temperaturas en el cual el “skewness”posee los más altos valores. Al disminuir el dopaje de la peĺıcula
de grafeno la pendiente de la curva es mayor, lo cual es debido a que la corriente cŕıtica disminuye.
El efecto de la longitud se observa en la Fig. 5.17, el comportamiento cualitativo es el mismo, tanto
en el ĺımite largo como en el corto se pueden llegar a los mismos valores de “skewness”a temperaturas
bajas, y la pendiente es mayor para el caso largo.
En la Fig. 5.19 se muestra el comportamiento del “skewness”como función de la corriente cŕıtica para
una juntura corta L/ξ ≈ 0.1992, donde para cada curva la temperatura es fija, y el valor de dopaje
cambia de tal forma que EF/ETh ∈ [0, 10]. Se observa un comportamiento oscilatorio, el cual es posible
asociar con un resultado experimental reciente [110]. Este tipo de comportamiento enfatiza la correla-
ción entre la corriente cŕıtica y el “skewness”. Las oscilaciones son menos pronunciadas a medida que
se aumenta la temperatura.
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Figura 5.17: Comportamiento del “skewness”como función de la corriente cŕıtica para la juntura SGS
con borde tipo “armchair”. Para los diferentes valores de longitud el dopaje se mantiene fijo EF/∆ = 10
y la temperatura cambia.
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Figura 5.18: a) Comportamiento del “skewness”en función de la corriente cŕıtica, para diferentes tem-
peraturas, mostrando un comportamiento lineal en el rango de dopajes considerados para la peĺıcula.
b) Ajuste a la relación corriente-fase mediante la ecuación que predice el comportamiento en el punto
de Dirac (ver [8]), los valores obtenidos para el “skewness”y la corriente cŕıtica corresponden al dato
encerrado en ćırculo en la parte a). Las figuras fueron tomadas de la referencia [10].
1.593
Figura 5.19: Comportamiento del “skewness”como función de la corriente cŕıtic para una juntura
Josephson SGS con borde “armchair”, L/ξ ≈ 0.1992. La temperatura es fija para cada curva y el
dopaje o enerǵıa de Fermi EF de la peĺıcula cambia.
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5.5. Comportamiento con la temperatura
Con el propósito de examinar los resultados obtenidos para la juntura Josephson SGS, en la parte ini-
cial de esta sección se presenta de una manera breve los principales resultados para el comportamiento
de la corriente cŕıtica con la temperatura.
Figura 5.20: Comportamiento de la corriente cŕıtica en función de la temperatura para una juntura
túnel SIS “clásica”. La ĺınea discontinua representa el comportamiento del gap de enerǵıa. La figura
fue tomada de la referencia [10].
Para el caso de una juntura Josephson túnel SIS (I: “insulator”, aislante), el comportamiento de la


















Se puede observar en la Fig. 5.20 que el comportamiento es monótono, no presenta cambio de conca-
vidad y la ecuación (5.15) predice un comportamiento lineal en cercańıas de la temperatura cŕıtica, el
cual se puede escribir como







El modelo de Aslamazov-Larkin [143], analiza el efecto Josephson ScS (c: constricción) cuando se
considera como enlace débil [109], a una constricción o contacto puntual, encontrando que cerca a
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temperatura cŕıtica el comportamiento tanto de la CPR como de la corriente cŕıtica es igual al caso
túnel, reproduciendo las expresiones del caso túnel dadas por la ecuación (5.17). Una posibilidad era
que la dependencia para temperaturas arbitrarias que exhib́ıa el caso túnel fuera la misma para los
contactos puntuales, pero los trabajos de Kulik [136,137] mostraron diferencias (ver Fig. 5.21). El caso
de un contacto puntual difusivo (l ≪ L ≪ ξ) muestra cualitativamente un comportamiento similar,
pero al examinar el valor que posee el valor máximo del producto IcRN a temperatura cero, se encontró
diferencia en la amplitud (ver Fig. 5.21)
max[eIcRN ] = 2.07∆(0). (5.18)
El caso de un contacto puntual baĺıstico (L ≪ l, ξ), predice que el valor máximo que se obtiene para
la corriente cŕıtica es dos veces el valor obtenido para el caso túnel
max[eIcRN ] = π∆(0). (5.19)
El comportamiento observado para junturas de doble barrera aislante SINIS (modelo KL), en el régi-
men coherente, es mostrado en la Fig. 5.21, encontrando valores medios entre el caso túnel y el del
contacto puntual difusivo.
Figura 5.21: Comportamiento de la corriente cŕıtica en función de la temperatura para diferentes tipos
de junturas Josephson. i) Modelo de la juntura túnel SIS Ambegaokar-Baratoff [11,12](AB). ii) Modelo
de Kulik-Omelyanchuk [12,13](KO-1), para la juntura ScS en el caso difusivo. ii) Modelo de Kulik-
Omelyanchuk [12,14](KO-2), para la juntura ScS en caso baĺıstico. Modelo de Kupriyanov-Lukichev
[15](KL), para la juntura SINIS en el régimen coherente. La figura fue tomada de la referencia [15].
Para el caso de junturas SNS, resultados teóricos clásicos [113] han establecido que para el caso de
junturas largas L≫ ξ, la dependencia con la fase de los niveles de enerǵıa no se ve afectada al aumentar
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la longitud de la juntura, y por lo tanto según la ecuación (2.20), puede fluir una corriente Josephson en
este caso. Lo anterior está relacionado con la cuantización de los niveles de enerǵıa en la región normal,
y también puede surgir en junturas SINIS para las cuales la probabilidad de reflexión aumente en las
interfases. La corriente cŕıtica debida a los estados ligados tiene una dependencia con la temperatura
de la forma
Ic ∝ e−2L/ξT = e−2L/ξT = e−2π
2T/δE , (5.20)
siendo ξT = ~vF/πkBT la longitud de coherencia en la región normal, y δE = π~vF/L el espaciamiento
de los niveles de Andreev. La contribución del continuo también posee una dependencia exponencial
dada por
Ic ∝ e−L/ξT . (5.21)
Las expresiones dadas por las ecuaciones (5.20) y (5.21), son obtenidas para bajas temperaturas
T ≪ Tc, y en el régimen en el cual L ≤ ξT , l, siendo l el camino libre medio. La expresión dada
por la ecuación (5.21) domina sobre la ecuación (5.20), por lo tanto se establece en algunos trabajos
teóricos que la dependencia con la temperatura es Ic ∝ e−L/ξT , lo cual implica un decaimiento exponen-
cial con la temperatura. Otro trabajo [40], indica que se debe reconsiderar el cálculo del continuo, pero
coincide en la expresión obtenida para la contribución del espectro de enerǵıa discreto. Recientemente,
un experimento para una juntura SGS [144], ha evaluado el comportamiento de la corriente cŕıtica con
la temperatura, tanto en el régimen corto como en el largo, estableciendo que para el caso de junturas
largas, la corriente cŕıtica decae exponencialmente con la temperatura en cierto rango de temperatura.
5.5.1. Caso de junturas cortas
Se presenta en la Fig. 5.22 los resultados obtenidos para borde tipo “armchair”y zigzag para una
longitud de la peĺıcula de grafeno L/ξ ≈ 0.6997, con EF/∆ = 0. Al comparar las diferentes curvas
podemos ver el efecto que tiene la inclusión de los estados del continuo sobre la corriente cŕıtica. En el
cálculo se puede limitar el rango de integración hasta Emax = ∆, en cuyo caso solo se está tomando la
contribución de los niveles de Andreev que surgen por debajo del gap. El efecto que se observa es un
comportamiento con cambio de concavidad cuando se considera los estados del continuo, en contraste
con el comportamiento monótono decreciente de concavidad negativa. Se puede limitar la contribución
de los estados evanescentes, empleando la siguiente condición
kymax3 = max {kymax1,∆/~vF} , (5.22)
la cual restringe de un modo diferente el número de onda, con respecto a como lo hacen las ecuaciones
(5.3),(5.4) y (5.5). Al comparar los resultados con respecto a los que se obtienen cuando se considera
una contribución mayor (al aplicar la condición dada por la ecuación (5.3)), se observa diferencias en
la amplitud, pero el comportamiento cualitativo sigue siendo el mismo.
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Figura 5.22: Comportamiento de la corriente cŕıtica en función de la temperatura para una juntura
Josephson SGS, con L/ξ ≈ 0.6997 y EF/∆ = 0. Se considera ambos tipos de borde “armchair”y
zigzag, los cuales son denotados por arm y z − z respectivamente. Para el caso “armchair”se ilustra
los efectos de la inclusión de los estados del continuo (Emax = 3∆, 10∆), y la contribución de los
estados evanescentes.
El comportamiento para ambos tipos de borde es el mismo, existiendo algunas variaciones en amplitud,
siendo para el caso armchair mayor la corriente cŕıtica, otras diferencias se examinan luego para dar
cuenta de efectos de la transparencia de las barreras. Hasta aqúı los resultados clásicos de junturas
ScS indican una correspondencia con el resultado que involucra solo el espectro discreto de enerǵıa,
sin embargo, lo anterior se reconsidera al examinar mas adelante el caso de una juntura más corta.
En la Fig. 5.22 también se considera el efecto de aumentar el rango de integración en la enerǵıa de
Emax = 3∆ a Emax = 10∆ (donde es claro que se considera en ambos casos el continuo), lo cual
conlleva solamente a diferencias de amplitud.
Si no se incluye la contribución del continuo en el cálculo (Emax = ∆), el resultado que se obtiene para
distintas longitudes (L < ξ) y para EF/∆ = 0, es el comportamiento clásico, esto puede verse en las
Fig. 5.22 y 5.23 para junturas cortas, esto sirve de referencia para comparar con los resultados de otros
autores, ya que como hemos mencionado anteriormente, una de las ventajas del método de funciones
de Green es que permite introducir la contribución del continuo de una manera robusta.
Para el caso de una juntura corta con L/ξ ≈ 0.398 y EF/∆ = 0, se puede observar que el efecto de los
estados del continuo es también cambiar el comportamiento de la curva (ver Fig. 5.23), sin embargo,
vemos que al considerar un rango de integración en enerǵıa Emax = 10∆, se retoma el comportamiento
observado en junturas ScS. Lo anterior se explica porque la influencia de los estados evanescentes es
mayor a medida que las junturas son mas cortas, lo cual tiende a linealizar las gráficas en un rango de
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temperatura apreciable, consistente con la predicción clásica de comportamiento lineal a temperaturas
cercanas a la cŕıtica, y la presencia de un “plateau”a bajas temperaturas. Al comparar los cambios de
comportamiento observados en las Figuras 5.22 y 5.23, se puede apreciar que en el caso más corto (Fig.
5.23), la influencia de los estados evanescentes ocasiona que la amplitud de la corriente sea mayor a la
predicción con Emax = ∆, mientras que en la Fig. 5.22, los valores de amplitud llegan a ser menores









Figura 5.23: Comportamiento de la corriente cŕıtica en función de la temperatura para una juntura
Josephson SGS, con L/ξ ≈ 0.3983 y EF/∆ = 0. Se considera ambos tipos de borde “armchair”y
zigzag, los cuales son denotados por arm y z − z respectivamente. Para el caso “armchair”se ilustra
los efectos de la inclusión de los estados del continuo (Emax = 3∆, 10∆), y la contribución de los
estados evanescentes.
El efecto del dopaje también es relevante donde para el caso corto examinado en la Fig. 5.23, si se
considera EF/∆ = 10, el comportamiento de Ic exhibe un cambio de concavidad. En la Fig. 5.24
se presentan los resultados para distintas longitudes con EF/∆ = 10, y se puede examinar el efecto
anteriormente mencionado. Por lo tanto, según los resultados obtenidos, para EF/∆ = 0 y el régimen
corto L≪ ξ, la juntura SGS se comporta como las junturas Josephson clásicas ScS [107,109]. El efecto
del rango de integración en la enerǵıa es mas pronunciado para el caso de junturas SGS con bajo do-
paje (ver ecuación 5.3), esto puede obervarse al comparar los resultados en las Figuras 5.22, 5.23 y 5.24.
Los resultados anteriores se pueden comparar con los obtenidos en [54], nuestro enfásis es mostrar que
el efecto de borde para el caso transparente, solo conlleva a cambios en amplitud. En [54] se distingue
claramente que al pasar del régimen corto al largo se presenta el cambio de concavidad en la curva, la
diferencia con nuestro trabajo es que nosotros establecemos que en el régimen corto dependiendo del
valor de dopaje, la juntura puede presentar uno u otro comportamiento (ver Figs. 5.23 y 5.24).
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Los resultados teóricos presentados en [66] para el comportamiento de la corriente cŕıtica con la tem-
peratura, muestran una correspondencia con los resultados de junturas josephson clásicas [107,109], y
con nuestros resultados cuando se considera el ĺımite corto y dopajes cerca al punto de Dirac. Para el
caso de dopajes mayores, por ejemplo EF/∆ = 10, existe diferencias, ya que en esta tesis se determina
un cambio de concavidad, el cual es debido a considerar la contribución de los distintos modos, y a
incluir adecuadamente el efecto del espectro de enerǵıa continuo.
D=10
Figura 5.24: Comportamiento de la corriente cŕıtica en función de la temperatura para una juntura
Josephson SGS, con EF/∆ = 10 y diferentes longitudes. Se considera borde “armchair”el cual es de-
notado por arm. Los resultados incluyen los estados del continuo (Emax = 3∆, 10∆), y la contribución
de los estados evanescentes.
5.5.2. Caso de junturas largas
En la Fig. 5.25 se presenta el comportamiento para la corriente cŕıtica en función de la temperatura,
para una juntura Josephson SGS con borde tipo “armchair”y L ≥ ξ. Se observa que el comportamien-
to a bajas temperaturas es similar al de una juntura ScS en el ĺımite baĺıstico (ver Fig. 5.21), y para
temperaturas más altas se presenta un cambio de concavidad de la curva. Este tipo de comportamiento
ha sido predicho en [54], sin embargo, en ese trabajo se menciona que solo se ha tenido en cuenta el
tunelamiento intravalle. El comportamiento que exhibe la curva en la Fig. 5.25, se presenta tanto para
el caso “armchair”como el “zigzag”(ver por ejemplo Figs. 5.27, 5.29).
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Figura 5.25: Comportamiento de la corriente cŕıtica en función de la temperatura para una juntura
Josephson SGS, con EF/∆ = 10 y L/ξ ≈ 1.593. Se considera borde “armchair”el cual es denotado por
arm. Se examina el efecto de aumentar el rango de integración de la enerǵıa, y los estados evanescentes
son incluidos apropiadamente (ver ecuación 5.3).
A diferencia del caso corto, el comportamiento cualitativo general que involucra el cambio de concavi-
dad, se mantiene cuando el dopaje se ubica en el punto de Dirac, esto lo podemos observar al comparar
los resultados de las Figs. 5.25 y 5.27.
3.636
Figura 5.26: Comportamiento de la corriente cŕıtica en función de la temperatura para una juntura
Josephson SGS, para varios valores de dopaje EF/∆ = 0, 0.5, 1, 5, 10 y L/ξ ≈ 3.636. Se considera borde
zigzag el cual es denotado por z−z. Para los diferentes valores de dopaje se observa un comportamiento
lineal en la gráfica semi-logaŕıtmica, lo cual permite establecer un decaimiento exponencial en el rango
de temperatura considerado.
Como puede verse en la Fig. 5.26, los resultados indican que a medida que el dopaje se aumenta, el
rango de temperatura en el cual el decaimiento de la corriente cŕıtica es exponencial se amplia. La
96 CAPÍTULO 5. CORRIENTE CRÍTICA Y SKEWNESS
razón escogida entre la longitud de la juntura y la longitud de coherencia es la misma de un experi-
mento reciente [144], donde se establece el comportamiento lineal en una gráfica semilogaŕıtmica, para
el régimen largo.
Cuando EF/∆ = 0, se observa que se pierde el carácter exponencial de la curva, lo cual se ilustra en





Figura 5.27: a) Comportamiento de la corriente cŕıtica en función de la temperatura para una juntura
Josephson SGS, con EF/∆ = 0 y varios valores de longitud L/ξ ≈ 1.999, 2.499, 3.636, 3.999. Se con-
sidera borde zigzag el cual es denotado por z − z. b) Comportamiento de la corriente en una gráfica
semi-logaŕıtmica.
5.5.3. Efecto de la transparencia de las barreras
Para el caso de una juntura corta con L/ξ ≈ 0.398 se obtiene que al variar el parámetro de “hop-
ping”en las interfases (PL,PR), la corriente para el caso zigzag llega a ser mayor a la del caso armchair,
a diferencia de lo que se presenta para interfaces ideales o transparentes (PL = PR = 1). Lo anterior,
puede verse en la Fig. 5.28. Para el caso largo el mismo efecto se puede observar en las Fig. 5.29, con
L/ξ ≈ 1.593 y diferente valor de dopaje.







Figura 5.28: Comportamiento de la corriente cŕıtica en función de la temperatura para una juntura
Josephson SGS, con EF/∆ = 0 y L/ξ ≈ 0.398. Se considera ambos tipos de borde “armchair”y zigzag,
los cuales son denotados por arm y z−z respectivamente. Los datos consideran un rango de integración
en la enerǵıa Emax = 10∆, e incluyen los estados evanescentes (ver ecuación 5.3). Se examina el efecto








Figura 5.29: Comportamiento de la corriente cŕıtica en función de la temperatura para una juntura
Josephson SGS, con EF/∆ = 1 y L/ξ ≈ 1.593. Se considera ambos tipos de borde “armchair”y zigzag,
los cuales son denotados por arm y z−z respectivamente. Los datos consideran un rango de integración
en la enerǵıa Emax = 10∆, e incluyen los estados evanescentes (ver ecuación 5.3). Se examina el efecto
de la transparencia de las interfases, PL y PR son los parámetros de “hopping”en las interfases SG y
GS respectivamente.
Se observa en la Fig. 5.30 que para la juntura SGS con borde zigzag, el efecto del estado de borde es
pronunciado cuando EF/∆ = 0. Para bajas temperaturas la amplitud de la corriente es mucho mayor
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a la del caso “armchair”(en la Fig. 5.30 la amplitud de la corriente se ha multiplicado por un factor








Figura 5.30: Comportamiento de la corriente cŕıtica en función de la temperatura para una juntura
Josephson SGS, para L/ξ ≈ 1.593. Se considera ambos tipos de borde “armchair”y zigzag, los cuales
son denotados por arm y z − z respectivamente. Los datos consideran un rango de integración en
la enerǵıa Emax = 10∆, e incluyen los estados evanescentes (ver ecuación 5.3). Se considera que la
interfase SG está en el ĺımite túnel. PL y PR son los parámetros de “hopping”en las interfases SG y
GS respectivamente. Para el caso “armchair”los valores son amplificados en un factor de diez, para
realizar la comparación.
5.6. Tunelamiento de Klein en una juntura pn
Las propiedades de transporte electrónico de una juntura pn, se pueden entender a través de las
resonancias de Klein de cada una de las barreras. En este caso la juntura pn se puede modelar por
medio de un potencial electrostático que toma diferentes valores en las regiones n y p. La condición
que establece una transmisión perfecta es la misma que se establece en la ecuación (5.11), solo que se
debe cumplir para cada una de las barreras y de forma simultánea.
qx(L/2) = nπ, n = 0, 1, 2, ... (5.23)
κx(L/2) = mπ, m = 0, 1, 2, ... (5.24)
En la Fig. (5.31) se presenta el comportamiento de la corriente cŕıtica en función del dopaje para
una juntura Josephson cuya región intermedia es una juntura compuesta por dos peĺıculas de grafeno
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acopladas y en general con diferentes dopajes. El caso de una sola peĺıcula corresponde a la curva con
EFI/EFD = 1, el cual ha sido analizado en este caṕıtulo y presenta los puntos de inflexión. Se puede
observar que dependiendo de las razones de las enerǵıas de Fermi de las peĺıculas es posible aumentar
o disminuir el periodo de aparición de los puntos cŕıticos. Para los casos diferentes a EFI/EFD =
−0.5, 0.5, 1,−2, 2 las curvas presentan máximos y mı́nimos, reflejando un cambio del comportamiento.
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Figura 5.31: Comportamiento de la corriente cŕıtica en función de un parámetro que promedia los
valores absolutos de dopaje de las regiones n y p de juntura pn, el cual es normalizado a la enerǵıa
de Thouless (ETh) de la juntura. Se considera una juntura con L/ξ = 1.593, borde zigzag, e interfaces
transparentes PL = PL = 1. Se examina el efecto de cambiar la razón EFI/EFD en la juntura. La
corriente cŕıtica Ic es normalizada al valor I0 = e∆(0)/~.
En la Fig. (5.32) se presenta el comportamiento del “skewness”en función del dopaje para una juntura
Josephson cuya región intermedia es una juntura compuesta por dos peĺıculas de grafeno acopladas
y en general con diferentes dopajes. En concordancia con resultados previos el “skewness”sigue pre-
sentando un comportamiento oscilatorio, y el periodo de las oscilaciones cambia con la razón de las
enerǵıas de Fermi de las peĺıculas. Los valores de “skewness”más altos se obtienen para el caso de una
sola peĺıcula EFI/EFD = 1 y el de una juntura pn con EFI/EFD = −1.
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Figura 5.32: Comportamiento del “skewness”en función de un parámetro que promedia los valores
absolutos de dopaje de las regiones n y p de juntura pn, el cual es normalizado a la enerǵıa de Thouless
(ETh) de la juntura. Se considera una juntura con L/ξ = 1.593, borde zigzag, e interfaces transparentes
PL = PL = 1. Se examina el efecto de cambiar la razón EFI/EFD en la juntura.
Caṕıtulo 6
Espectro de enerǵıa y relación corriente
fase para una juntura Josephson
topológica
En este caṕıtulo se investiga las propiedades de transporte en una juntura Josephson topológica que
posee un punto cuántico como su enlace débil, para ello se calcula las funciones de Green perturbadas
asumiendo el modelo de Kitaev para una cadena lineal. Se determina la relación corriente-fase (CPR),
la cual es diferente a la obtenida para junturas Josephson convencionales como consecuencia de los
estados ligados de Majorana. La conductancia diferencial entre el punto cuántico y un tercer electrodo
conectado a este, muestra la dependencia con la fase del estado ligado de Majorana. El cálculo de
la relación corriente-fase cuando se inyecta corriente a través del tecer electrodo mediante un voltaje
aplicado, se realiza usando las funciones de Green de no equilibrio, bajo estas condiciones se muestra
que la CPR se afecta en una manera no convencional, lo cual puede ser posible debido a procesos
de transporte de fermiones de Majorana entre los supercondcutores. Un análisis de los procesos ele-
mentales de cuasipart́ıculas permite identificar la contribución de los estados de Majorana a la corriente.
6.1. Descripción del sistema
Se considera una juntura Josephson en la cual el enlace débil es un punto cuántico(D), y los supercon-
ductores son aislantes topológicos(TIS), los cuales son modelados por medio de la cadena de Kitaev
(ver figura 6.1). Existe una diferencia de fase φ entre los superconductores. Para calcular las propie-
dades de transporte eléctrico del sistema, se debe calcular la función de Green del sistema resolviendo
la ecuación de Dyson, para ello, es necesario obtener las funciones de Green no perturbadas del sis-
tema. Para los electrodos superconductores desacoplados, las funciones de Green superficiales ĝL, ĝR,
fueron obtenidas del modelo de Kitaev introduciendo un potencial tipo delta de Dirac en un sitio de
la cadena. Se emplea el formalismo de la aproximación Hamiltoniana, donde el Hamiltoniano del siste-
ma puede ser escrito como ĤL+ĤR+ĤT , siendo ĤT el hamiltoniano de transferencia entre las regiones.
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Figura 6.1: Juntura Josephson topológica. Cada aislante topológico superconductor es modelado como
una cadena de Kitaev semi-infinita, donde el parámetro de “hopping”entre vecinos crecanos es t. El
enlace débil entre los dos superconductores es un punto cuántico que se acopla a través de los electrodos
con los parámetros de “hopping”tL y tR. Se considera el efecto de introducir un tercer electrodo en el
estado normal, mediante el cual se inyecta una corriente.
6.2. Funciones de Green para la cadena semi-infinita
A partir del modelo de Kitaev, es posible obtener la función de Green para una cadena semi-infinita.
En particular, es de interés las funciones de Green superficiales, las cuales pueden ser obtenidas me-
diante una integración en el espacio rećıproco.
La expresión general para las funciones de Green superficiales en los regimenes |t| > |∆| > |ω| y
|t| > |ω| > |∆| es dada por
ĝL11 = ĝL22 =
1
√












(∆2 − ω2)(t2 − ω2)
. (6.2)
Para enerǵıas mayores al parámetro de hopping |ω| > |t| > |∆|, se tiene
g̃L11 = g̃L22 =
1
√












(∆2 − ω2)(t2 − ω2)
, (6.4)

















Otra expresión similar se obtiene para gR. Teniendo en cuenta que en los reǵımenes |t| > |∆| > |ω| y
|t| > |ω| > |∆|
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Se puede escribir ĝL como










(∆2 − ω2)(t2 − ω2)
, (6.8)




∆2 − ω2 −
√
t2 − ω2]2. (6.9)
La ecuación anterior es útil para obtener los casos ĺımites en la aproximación de banda ancha|t| ≫ |∆|,
con lo cual









t2 − ω2, |t| & |ω| ≫ ∆. (6.10)




, |t| ≫ |∆| > |ω| and |t| ≫ |ω| & ∆;
−2∆ω
t3
, |t| & |ω| ≫ ∆. (6.11)
Es posible verificar que la siguiente función reproduce el comportamiento de la parte diagonal








6.3. Espectro de los niveles de Andreev
Procesos de interferencia de cuasipart́ıculas son responsables de la formación de niveles de Andreev
discretos en la región intermedia de una juntura Josephson, los cuales son debidos a las reflexiones
de Andreev en las interfaces D-TIS. Información sobre el espectro de enerǵıa puede ser obtenida a
partir de los polos de las funciones de Green perturbada del punto cuánticoĜD. La función de Green
no perturbada del punto cuántico con enerǵıa ǫ0 es
ĝr,aD = [(ω ± iη)σ0 − ǫ0σz]−1. (6.14)
La función de Green perturbada ĜD es dada por
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ĜD = ĝD + ĜDRΣ̂RD ĝD + ĜDLΣ̂LD ĝD. (6.15)
Las funciones de Green no locales en la ecuación de Dyson anterior, pueden ser escritas como
ĜDR = ĜDΣ̂DRĝR, (6.16)
ĜDL = ĜDΣ̂DLĝL, (6.17)
entonces,
ĜD = [(ĝD)
−1 − Σ̂DRĝRΣ̂RD − Σ̂DLĝLΣ̂LD]−1. (6.18)
En la ecuación anterior se puede notar que el efecto del acople entre el punto cuántico y los electrodos
superconductores, es renormalizar la enerǵıa del punto cuántico. La diferencia de fase a través de la
juntura es φ = φL−φR, la cual puede ser introducida en el parámetro de hopping como un factor de fase.
Por simplicidad, en este sistema se consideran dos diferencias de fase sucesivas ∆φ1 = φL −φD = φ/2,





















En el ĺımite de la aproximación de banda ancha, y para enerǵıas ω < ∆, ω & ∆, la función de Green
perturbada del punto cuántico ĜD es
ĜD =
(







































































































C = (ǫ20 + 2∆cte + cte
2)/2, (6.26)
cte = (t2L + t
2
R)/2|t|, (6.27)
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y D(ω) puede ser escrito como
D(ω) = (ω2 − ω21)(ω2 − ω22). (6.28)
Las soluciones ω1 se asemejan al comportamiento del espectro de enerǵıa para la juntura Josephson
topológica sin el punto cuántico
ω = ±∆
√






















Figura 6.2: Comportamiento de los niveles de Andreev como función de la diferencia de fase supercon-
ductora para las junturas Josephson TIS-TIS y TIS-D-TIS. Los parámetros relevantes considerados
son tL = tR = t = 1 para la juntura con el punto cuántico, y transmisión τ = 1 para la juntura TIS-
TIS. Se muestra el efecto de la enerǵıa del punto cuántico sobre el espectro de enerǵıa: a) ǫ0/∆ = 1,
b) ǫ0/∆ = 100.
Es importante notar que la dependencia con la fase tiene una periodicidad 4π, lo cual es un rasgo
caracteŕıstico del efecto Josephson en junturas Josephson topológicas. Bajo la aproximación ω4 ≪ ω2
ω = ±∆
√
τ | cos(φ/2)|, (6.32)
τ =
4ΓLΓR






Considerando de nuevo t≫ ∆, se tiene
ω = ±∆
√
τ | cos(φ/2)|, (6.35)
τ =
4ΓLΓR
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La densidad local de estados puede ser calculada a partir de la función de Green perturbada del punto
cuántico Ec. (6.22),
N(ω, φ) = −1
π
Im[ĜrD11], (6.38)
el resultado es presentado en la figura 6.3. Es importante notar que la solución aproximada del espectro
Ec. (6.24), reproduce el comportamiento de la densidad de estados
Figura 6.3: Densidad local de estados para la juntura TIS-D-TIS como función de la enerǵıa y la
diferencia de fase superconductora. Los parámetros considerados son tL = tR = t = 1 y ǫ0/∆ = 5. La
curva superpuesta con puntos rojos corresponde a las soluciones de la Ec. (6.24).
6.3.1. Juntura TIS-D-TIS con un contacto normal adicional
Consideremos ahora que el sistema es conectado a otro electrodo C, el cual está en el estado normal





Las autoenerǵıas asociadas con el acople entre el punto cuántico (D) y la región central(C) son












La función de Green perturbada ǦD satisface la siguiente ecuación de Dyson
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D2(ω) = (ω + iΓ)




























La inclusión del tecer electrodo ocasiona ensanchamiento de los niveles de enerǵıa, el cual es propor-
cional al valor Γ. El resultado para la densidad local de estados es mostrado en la Fig. 6.4.
N(E,    )
Figura 6.4: Densidad local de estados para el sistema TIS-D-TIS en contacto con un tecer electrodo.
Los parámetros relevantes considerados son tL = tR = t = 1 y ǫ0/∆ = 5, Γ/∆ = 5.
6.4. Relación corriente-fase
Para calcular la corriente a través de la juntura TIS-D-TIS, se parte de la siguiente expresión





′, τ ′)− t̂∗Ĝ+−LR (τ ′, τ ′)]11, (6.46)
donde τ ′ representa el tiempo en el contorno de Keldysh, Ĝ+−RL,LR son las funciones de Green de Keldysh
y t̂ es el hopping en la representación de Nambu. La región izquierda L corresponde a la juntura TIS-D
y la región derecha R es el electrodo de la derecha desacoplado. De la misma forma en que se introdujo
la diferencia de fase en la sección anterior, se considera que la matriz de hopping es dada por








por lo tanto, después de realizar la transformada de Fourier, la corriente de equilibrio Josephson(a







Las funciones de Green no locales son dadas por
ĜRD = ĝRΣ̂RDĜD. (6.49)






∆2 − ω2(ω + ǫ0)−
t2L
2|t|ω [∆





















donde D(ω) es dado por la ecuación Ec. (6.23). Para enerǵıas |ω| ≪ ∆, y teniendo en cuenta la Ec.















(ω + iη − ω1)(ω + iη + ω1)(ω + iη − ω2)(ω + iη + ω2)
]
dω







| cos(φ/2)| , (6.52)
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Figura 6.5: Comparación entre las contribuciones del continuo y los estados de Andreev a la corrien-
te. La solución anaĺıtica aproximada está en correspondencia con el comportamiento de la solución
numérica de la Ec. (6.51). Los parámetros considerados son tL = tR = t = 1 y ǫ0/∆ = 5. La corriente
es normalizada al valor I0 = e∆/~.
donde ω1+, ω2+, son las soluciones de enerǵıa positiva descritas por la Ec. (6.24). La expresión completa
para la corriente Ec. (6.51) puede ser evaluada numéricamente, en la figura 6.5 se presenta una com-
paración entre la corriente que proviene del espectro de enerǵıa discreto y del continuo, y la expresión
anaĺıtica dada por Ec. (6.52). Se puede establecer que el modelo de Kitaev da cuenta de la dependencia
sin(π/2). El “skewness”de la curva muestra una clara diferencia con respecto a los resultados para una
juntura Josephson convencional.
6.4.1. Juntura TIS-D-TIS con un contacto normal adicional















(ω + iη)2D2(ω + iη)
]
dω. (6.53)
La ecuación anterior puede ser resuelta numéricamente. Al incrementar el acople entre el electrodo
central y el punto cuántico, el “skewness”y la corriente cŕıtica decrecen (ver Fig. 6.6). La relación
corriente-fase para la juntura Josephson TIS-D-TIS se recobra en el ĺımite Γ → 0. Para Γ/∆ = 0.5,
las corrientes Josephson presentan una máxima diferencia porcentual para φ = π ( ver Fig. 6.7).
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G/D
f
Figura 6.6: Corriente Josephson para el sistema TIS-D-TIS en contacto con un tercer electrodo. Los
parámetros considerados son tL = tR = t = 1 y ǫ0/∆ = 5. La corriente es normalizada al valor
I0 = e∆/~.
6.5. Corriente de no equilibrio entre el electrodo central y el
punto cuántico
En esta sección se considera que hay un voltaje aplicado entre el electrodo central y el punto cuántico,
por lo tanto, las funciones de Green perturbadas están fuera del equilibrio. La expresión general para













Los ı́ndices L,R denotan el electrodo central y el punto cuántico respectivamente. Las funciones de



























Las funciones de Green perturbadas satisfacen
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Figura 6.7: Porcentaje de diferencia entre las corrientes Josephson. Los parámetros considerados son
tL = tR = t = 1, ǫ0/∆ = 5.
Ĝa − Ĝr = Ĝ+− − Ĝ−+, (6.58)









donde se ha considerado el hecho de que el electrodo posee una función de Green diagonal. Las funciones
de Green perturbadas Ĝ+−,−+RR11 satisfacen








































































Figura 6.8: Conductancia diferencial entre el punto cuántico y el electrodo central. Los parámetros
considerados son tL = tR = t = 1, ǫ0/∆ = 5 y Γ/∆ = 0.5.






























































La corriente puede ser escrita como una suma de diferentes contribuciones
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Las funciones de Green perturbadas Ĝ están asociadas con la función de Green perturbada del punto
cuántico ǦD (ver Ec. (6.43)). Las funciones de Green ĝRR están asociadas con la función de Green
no perturbada del punto cuántico ĜD(ver Ec. (6.22)), las funciones de Green ĝLL están asociadas con
la función de Green del electrodo central ĝL(ver Ec. (6.39)). Teniendo en cuenta que las funciones de
Green no perturbadas ĜD, ĝL satisfacen la condición de equilibrio y usando las Ecs. (6.22),(6.43),(6.39),
se obtiene que la corriente a temperatura cero es dada por





























Cada término de la corriente representa un tipo de proceso elemental en el transporte eléctrico a través
de la interface. La figura 6.8 muestra el comportamiento de la conductancia diferencial para diferentes
valores de la diferencia de fase superconductora.
6.6. Corriente Josephson en el caso de no equilibrio
Se parte de la Ec. (6.54) con el propósito de calcular la corriente Josephson de no equilibrio. En este
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Figura 6.9: Comparación de las corrientes Josephson de equilibrio y no equilibrio. Los parámetros
considerados son tL = tR = t = 1, ǫ0/∆ = 5 y Γ/∆ = 0.5.
En este caso, los ı́ndices L,R denotan el punto cuántico y el electrodo de la derecha respectivamente

























Ĝ+−,−+LL es la función de Green perturbada de no equilibrio del punto cuántico, la cual puede ser
escrita en términos de las funciones de Green perturbada G̃D(ver Ec. (6.43)) y no perturbada ĜD(ver
Ec. (6.22)) del punto cuántico cuando el electrodo central es considerado como una perturbación del
sistema. ĝ+−,−+RR son las funciones de Green no perturbadas fuera del equilibrio del electrodo de la
derecha, por lo tanto, se obtiene
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Ĝ+−,−+LL11 = G̃
+−,−+




D11 (1 + t̃
∗G̃aCD11)
−t̃(1 + t̃G̃rDC11)Ĝ+−,−+D12 G̃aCD21 − t̃∗(1 + t̃∗G̃aCD11)Ĝ+−,−+D21 G̃rDC12









Figura 6.10: Corriente Josephson para eV = 2∆. Los parámetros considerados sontL = tR = t = 1,
ǫ0/∆ = 5 y Γ/∆ = 0.5.
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Con el propósito de evaluar el segundo término de la corriente, es necesario el término no diagonal de
la función de Green perturbada fuera de equilibrio, con lo cual se obtiene
Ĝ+−LL12 = G̃
+−









DC21 − t̃∗(1− t̃G̃r∗DC22)Ĝ+−D22G̃rDC12
−t̃∗2G̃rDC12Ĝ+−D21G̃r∗DC21 + |t̃|2G̃rD11ĝ+−C11G̃r∗D21
+|t̃|2G̃rD12ĝ+−C22G̃r∗D22, (6.81)
Es posible mostrar que se satisfacen las siguientes propiedades
G̃+−D12 = −G̃+−∗D21 , (6.82)
ĝ+− = −(ĝ+−∗)T = −ĝ+−†. (6.83)
Figura 6.11: Corriente Josephson para eV = 100∆. Los parámetros considerados son tL = tR = t = 1,
ǫ0/∆ = 5 y Γ/∆ = 0.5.
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Figura 6.12: Corriente Josephson para eV = 0.5∆. Los parámetros considerados son tL = tR = t = 1,
ǫ0/∆ = 5 y Γ/∆ = 0.5.
La ecuación anterior se reduce a la Ec. (6.53) para eV = 0. Es útil distinguir entre dos tipos diferentes
de contribuciones, para temperatura cero se obtiene









































El comportamiento observado en la figura 6.9 sugiere separar la corriente de equilibrio en dos términos,
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eV/D
Figura 6.13: Corriente Josephson para varios voltajes aplicados. Los parámetros considerados son
tL = tR = t = 1, ǫ0/∆ = 5 y Γ/∆ = 0.5.
uno que no depende del voltaje Ĩ1 y otro Ĩ2(V ) que depende del voltaje.
En la Fig. 6.14, se ilustra el comportamiento de la relación corriente fase, cuando se asume que los
electrodos superconductores son descritos por la teoŕıa BCS, se observa claramente la diferencia con
el caso topológico, para los diferentes voltajes aplicados.
eV/D
Figura 6.14: Corriente Josephson para varios voltajes aplicados. Los parámetros considerados son
tL = tR = t = 1, ǫ0/∆ = 5 y Γ/∆ = 0.5,ΓR/∆ = 0.5,ΓL/∆ = 0.5.
Apéndice A
Análisis bibliométrico de las
investigaciones en grafeno y del efecto
Josephson en interfaces grafeno -
superconductor
La obtención del grafeno realizada en el año 2005, ha despertado un gran interés en realizar investiga-
ciones alrededor de el, tales como: efecto Hall cuántico anómalo y propiedades electrónicas; estudios
sobre reflexiones de Andreev en diferentes sistemas; tunelamiento y propiedades de transporte en jun-
turas; qubits y procesamiento cuántico de la información; efectos de desorden e impurezas; electrónica
basada en grafeno.
Con la ayuda de la herramienta biliográfica ISI “Web of Science”es posible determinar el número
total de publicaciones desde el año 2001 hasta el 2010 que involucren en el t́ıtulo la palabra grafeno,
aśı como el número total de citaciones que han recibido estos trabajos. Esta información se represen-
ta en la Fig. A.1. Podemos ver que hay un aumento creciente en el histograma, el número total de
publicaciones es N = 5776. El ı́ndice H para el conjunto de art́ıculos que posean la palabra grafeno
en su t́ıtulo es H = 379, lo que significa expĺıcitamente que en esta ventana de observación existen
379 art́ıculos con mas de 379 citaciones. Con el trabajo de Nature del año 2005 [1], se logró aislar y
caracterizar una peĺıcula de grafeno, esto generó un impacto en la comunidad cient́ıfica debido a las
propiedades electrónicas que poséıa, y la posibilidad de llevar al laboratorio un sistema que hab́ıa sido
estudiado desde años atrás [91, 92, 96], y examinar la analoǵıa existente con fermiones de Dirac en el
ĺımite ultrarelativista. A partir del año 2005 se puede observar el crecimiento vertiginoso en el número
de publicaciones, aumentando por un factor de 150 en seis años (comparar figuras A.1 y A.2), esto
se puede explicar debido a que desde el punto de vista de las aplicaciones, el grafeno hereda muchas
caracteŕısticas de los nanotubos, los cuales son peĺıculas de grafeno enrolladas. Además ofrece otro tipo
de aplicaciones concernientes a la posiblidad de transporte baĺıstico y de observar un tunelamiento de
Klein con barreras de potencial.
En la Fig. A.2 se presentan los resultados de los años 2010 y 2011, se observa que después de la ad-
judicación del premio nobel de F́ısica, solo en el año 2011 se publica el ochenta por ciento de lo que
se hab́ıa publicado hasta el año anterior. A la fecha de este trabajo la búsqueda en la base de datos
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Artículos publicados por año Citaciones por año
a) b)
Figura A.1: Histograma obtenido mediante Web of Science con una ventana de observación 2001-2010,
en donde se representa: a)Número de publicaciones de art́ıculos que contienen la palabra grafeno; b)
Citaciones recibidas.
registra un número total de art́ıculos publicados de N = 56432.
Se determina mediante ISI el número de trabajos asociados con los tópicos grafeno y efecto Josephson,
esto con el propósito de medir la cantidad de publicaciones que estudian el transporte coherente de
pares de Cooper en junturas con grafeno. Se encontraron N = 107 trabajos asociados y un ı́ndice H
asociado de H = 22. Según los resultados, a partir del año 2006 surge el interés por el estudio del efecto
Josephson en este sistema. Con respecto a la cantidad de publicaciones que existen sobre grafeno (ver
figura A.1), el trabajo en efecto Josephson es muy localizado.
El art́ıculo titulado “Bipolar supercurrent in Graphene” [55], publicado en Nature fue uno de los
primeros trabajos experimentales que demostró el transporte coherente de pares de Cooper entre dos
superconductores y una peĺıcula de grafeno. Los trabajos anteriores del año 2006 son teóricos, para
indagar acerca de la visibilidad o impacto de este trabajo podemos recurrir de nuevo a un mapa de
citaciones. El resultado obtenido es que este art́ıculo ha sido citado 716 veces desde el año 2006, y el
espectro de revistas es más amplio involucrando temas más aplicados, lo que indica que este trabajo
tiene transcedencia mas allá del área que involucra el estudio de las propiedades electrónicas de junturas
Josephson basadas en grafeno.
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Artículos publicados por año Citaciones por año
a) b)
Figura A.2: Histograma obtenido mediante Web of Science con una ventana de observación 2010-2011,
en donde se representa: a)Número de publicaciones de art́ıculos que contienen la palabra grafeno; b)
Citaciones recibidas.
Artículos publicados por año Citaciones por año
a) b)
Figura A.3: Histograma obtenido mediante Web of Science con una ventana de observación 2006-
2016, en donde se representa: a)Número de publicaciones de art́ıculos asociados al estudio del efecto
Josephson en interfaces con Grafeno; b) Citaciones recibidas.
Apéndice B
Sistema de ecuaciones algebraico
mediante el cual se determina el espectro
de enerǵıa de los niveles de Andreev en la
juntura Josephson.
Es conveniente definir los números de onda,
a = (K + k+),
b = (K − k−),
c = (K − k+),
d = (K + k−),
e = (K + ke),
f = (K − ke),
g = (K + kh),
h = (K − kh).
(B.1)
En forma matricial el sistema de ecuaciones se escribe como
(
R8×4 N118×4 N128×4 08×4








































































































































































































































0 0 0 0
0 0 0 0
eigW (cos(α′) − i sin(α′)) eihW (− cos(α′) − i sin(α′)) e−ihW (− cos(α′) − i sin(α′)) e−igW (cos(α′) − i sin(α′))
−eigW −eihW −e−ihW −e−igW
0 0 0 0
0 0 0 0
eigW (cos(α′) − i sin(α′))g −eihW (cos(α′) + i sin(α′))h e−ihW (cos(α′) + i sin(α′))h −e−igW (cos(α′) − i sin(α′))g



























0 0 0 0
0 0 0 0
eigW (cos(α′) − i sin(α′)) eihW (− cos(α′) − i sin(α′)) e−ihW (− cos(α′) − i sin(α′)) e−igW (cos(α′) − i sin(α′))
−eigW −eihW −e−ihW −e−igW
0 0 0 0
0 0 0 0
eigW (cos(α′) − i sin(α′))g −eihW (cos(α′) + i sin(α′))h e−ihW (cos(α′) + i sin(α′))h −e−igW (cos(α′) − i sin(α′))g


























i sin(α) − cos(α) cos(α) + i sin(α) cos(α) + i sin(α) i sin(α) − cos(α)
−1 −1 −1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0
−(cos(α) − i sin(α))e (cos(α) + i sin(α))f −(cos(α) + i sin(α))f (cos(α) − i sin(α))e
−e −f f e
0 0 0 0

























0 0 0 0
0 0 0 0
cos(α′) − i sin(α′) − cos(α′) − i sin(α′) − cos(α′) − i sin(α′) cos(α′) − i sin(α′)
−1 −1 −1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0
(cos(α′) − i sin(α′))g −(cos(α′) + i sin(α′))h (cos(α′) + i sin(α′))h −(cos(α′) − i sin(α′))g













Para el caso de incidencia normal y despreciando en las amplitudes dadas por (3.13) solamente los
números de onda asociados a electrones y huecos de la peĺıcula de grafeno, respecto al número de onda
asociado a los valles de la estructura de bandas, la condición para el determinante permite encontrar
el espectro de enerǵıa a partir de las soluciones de
−2u20v20(k2s(ks − 2K)2eiϕ cos[W (−ke + kh + 2K)]− k2s(ks − 2K)2eiϕ cos[W (ke + kh)]− (B.9)
4K2(ks −K)2(1 + e2iϕ)) + u40eiϕ(k2s(ks − 2K)2 cos[W (−ke + kh + 2K)]− 4iK(k3s − 3k2sK +
4ksK
2 − 2K3) sin[W (ke + kh)]− (k4s − 4k3sK + 12k2sK2 − 16ksK3 + 8K4) cos[W (ke + kh)])
+v40e
iϕ(k2s(ks − 2K)2 cos[W (−ke + kh + 2K)] + 4iK(k3s − 3k2sK + 4ksK2 − 2K3) sin[W (ke + kh)]
−(k4s − 4k3sK + 12k2sK2 − 16ksK3 + 8K4) cos[W (ke + kh)]) = 0,
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−2u20v20(k2s(ks + 2K)2eiϕ cos[W (ke − kh + 2K)]− k2s(ks + 2K)2eiϕ cos[W (ke + kh)]− (B.10)
4K2(ks +K)
2(1 + e2iϕ)) + u40e
iϕ(k2s(ks + 2K)
2 cos[W (ke − kh + 2K]) + 4iK(k3s + 3k2sK +
4ksK
2 + 2K3) sin[W (ke + kh)]− (k4s + 4k3sK + 12k2sK2 + 16ksK3 + 8K4) cos[W (ke + kh)])
+v40e
iϕ(k2s(ks + 2K)
2 cos[W (ke − kh + 2K)]− 4iK(k3s + 3k2sK + 4ksK2 + 2K3) sin[W (ke + kh)]
−(k4s + 4k3sK + 12k2sK2 + 16ksK3 + 8K4) cos[W (ke + kh)]) = 0.
Conclusiones
Se determinaron los niveles de Andreev de una juntura Josephson SGS mediante las soluciones de
las ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes-Dirac, aplicando condiciones de frontera sobre la función
de onda en las interfases grafeno-superconductor. Lo anterior se realizó construyendo la función
de onda como una superposición de las soluciones en ambos valles de la estructura de bandas.
Se ha examinado el efecto del dopaje y longitud de la peĺıcula, aśı como el comportamiento
con la diferencia de fase superconductora. El número de niveles aumenta con la longitud, y su
estructura cambia con el dopaje, debido al cono de Dirac.
El espectro de enerǵıa de la juntura SGS para el caso de incidencia normal, y realizando la apro-
ximación de que el número de onda asociado a los valles de la estructura de bandas es mucho
mayor al número de onda asociado a las cuasipart́ıculas, reproduce resultados de junturas con-
vencionales, y en el ĺımite corto y transparente concuerda con otras predicciones teóricas para
junturas SGS.
El espectro de enerǵıa de la juntura SGS para el caso de incidencia normal, y sin asumir apro-
ximación sobre el número de onda de las cuasipart́ıculas, exhibe oscilaciones como función de la
enerǵıa de Fermi de la peĺıcula de grafeno, para algunos valores se presenta un degeneramiento
de orden cuatro, y para otros valores hay un desdoblamiento parcial de los niveles.
El espectro de enerǵıa de la juntura SGS puede presentar oscilaciones en función del número
de onda asociado a las cuasipart́ıculas. El degeneramiento se puede romper parcialmente para
ciertos valores de la diferencia de fase superconductora, y el efecto de la mezcla de valles en la
función de onda es desdoblar los niveles de enerǵıa.
Se generalizó el cálculo del espectro de enerǵıa, mediante el método de funciones de Green, cal-
culando la densidad local de estados como función de la enerǵıa y el número de onda, para ello se
determinó la función de Green perturbada de la juntura SGS resolviendo la ecuación de Dyson.
Lo anterior se realizó para ambos tipos de borde “armchair”y zigzag en las interfaces grafeno
superconductor. Para el caso zigzag se obtuvo una expresión anaĺıtica para la función de Green
perturbada, y en el caso “armchair”se determinó la solución numéricamente.
Se calculó la corriente Josephson DC para una juntura SGS empleando las técnicas de funciones
de Green, para ello se determinó las funciones de Green de equilibrio y no locales de la juntura,
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y se empleó el formalismo de la aproximación Hamiltoniana. Para el caso zigzag, se obtuvo una
expresión integral para la corriente, donde se puede identificar claramente la dependencia con
la fase, y se obtuvo que en el ĺımite túnel, la corriente posee un comportamiento senosoidal. Se
ha analizado el efecto Josephson tanto en el régimen corto y largo, para ello se ha tenido en
cuenta la contribución del espectro de enerǵıa discreto y continuo del sistema. Estos resultados
generalizan resultados previos, al considerar el efecto del tipo de borde en las interfases grafeno-
superconductor, y un amplio rango de temperatura.
Se ha determinado el comportamiento de la corriente cŕıtica en función del dopaje para ambos
tipos de borde y diferentes longitudes de la peĺıcula de grafeno, encontrando que para el caso
transparente la curva exhibe puntos de inflexión, los cuales están relacionados con las condiciones
de resonancia de Klein, las cuales influencian el transporte eléctrico en la juntura. La ubicación
de los puntos de inflexión para diferentes longitudes y ambos tipos de borde es invariante, la co-
rriente cŕıtica crece al aumentar el dopaje, y disminuye con la longitud de la peĺıcula de grafeno.
La corriente cŕıtica para el caso “armchair”llega a ser mayor a la del caso zigzag, en los diferentes
reǵımenes.
Para el caso de interfaces no ideales, se ha determinado el comportamiento de la corriente cŕıtica
en función del dopaje para ambos tipos de borde y diferentes longitudes de la peĺıcula de grafeno,
encontrando que el comportamiento cambia de tener puntos de inflexión (caso transparente), a
tener máximos y mı́nimos locales. Las curvas para el caso “armchair”y zigzag se encuentran
fuera de fase, y la ubicación de los puntos cŕıticos se puede explicar por medio de las condiciones
de cuantización de los estados ligados de las nanocintas de grafeno, los cuales adquieren mayor
relevancia a medida que la transparencia de las interfaces grafeno-superconductor disminuye, y
las reflexiones de Andreev disminuyen su probabilidad.
Se ha determinado el comportamiento del “skewness”en función del dopaje para ambos tipos de
borde y diferentes longitudes de la peĺıcula de grafeno, encontrando un comportamiento oscila-
torio, donde los máximos locales se explican por la existencia de estados con alta transmisión
asociados con las resonancias debidas al tunelamiento de Klein. Para el caso transparente la
ubicación de los máximos y mı́nimos locales del “skewness”es invariante para diferentes longi-
tudes y ambos tipos de borde. El resultado obtenido para borde zigzag en el régimen corto y a
dopaje cero, coincide con el predicho teóricamente por algunos autores. Para el caso “armchair”,
nuestros resultados predicen que para bajos dopajes, valores diferentes al caso zigzag para el
“skewness”se podŕıan medir en nanocintas con borde definido.
Para el caso de interfaces no ideales, se ha determinado el comportamiento del “skewness”en
función del dopaje para ambos tipos de borde y diferentes longitudes de la peĺıcula de grafeno,
encontrando que se mantiene el comportamiento oscilatorio, pero la ubicación de los puntos
cŕıticos cambia. Al igual que la corriente cŕıtica, las curvas para el caso “armchair”y zigzag se
encuentran fuera de fase, y se explica mediante las condiciones de cuantización de los estados
ligados de las nanocintas.
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El comportamiento de la corriente cŕıtica depende del tipo de frontera en la interfase, a me-
dida que la transparencia disminuye la diferencia es más marcada. En el ĺımite túnel nuestros
resultados indican que para bajos valores de dopaje, la corriente zigzag es mayor y presenta un
comportamiento diferente al caso “armchair”.
Se determina que la corriente cŕıtica en función del “skewness”para un dopaje fijo y variando
temperatura, exhibe una relación no lineal. A bajas temperaturas es posible obtener tanto en el
ĺımite corto como en el largo, altos valores de “skewness”.
Se determina que la corriente cŕıtica en función del “skewness”para temperatura fija y variando
dopaje, exhibe un comportamiento oscilatorio, lo cual es debido a la relación entre los compor-
tamientos de la corriente cŕıtica y el “skewness”.
La dependencia que exhibe la corriente cŕıtica en función de la temperatura para el caso de jun-
turas cortas, depende del dopaje de la peĺıcula de grafeno, ya que para bajos dopajes es posible
obtener el comportamiento convencional de junturas en el régimen difusivo, u obtener para altos
dopajes una curva con cambio de concavidad. La inclusión de los estados del continuo, puede
ocasionar una transición entre ambos tipos de comportamiento.
El comportamiento de la corriente cŕıtica en función de la temperatura para junturas largas y
bajas temperaturas, es similar al obtenido para junturas convencionales en el régimen baĺıstico
donde no se exhibe la presencia de una meseta, sin embargo, para temperaturas más altas existen
diferencias ya que la curva para el caso SGS presenta un cambio de concavidad.
Para junturas Josephson SGS en el régimen largo, se observa que en el punto de Dirac no se
presenta un decaimiento exponencial de la corriente cŕıtica en función de la temperatura, en
contraste con junturas Josephson SNS, este tipo de decaimiento se puede observar al aumentar
el dopaje de la peĺıcula de grafeno y solamente en un intervalo de temperatura, el cual llega a
ser más amplio a medida que se aumenta el dopaje.
Cuando se consideran interfaces grafeno-superconductor no ideales, se encuentra que tanto para
el caso corto como el largo, la amplitud de la corriente cŕıtica en función de la temperatura, es
siempre mayor en el caso de la peĺıcula con borde zigzag.
Para una juntura Josephson donde la región intermedia que acopla los superconductores es una
juntura pn de grafeno, se encuentra que el periodo de aparición de los puntos cŕıticos de la co-
rriente cŕıtica y el “skewness”, en función del dopaje, se puede modificar, y depende de la razón
de las enerǵıas de Fermi de las regiones n y p.
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Encontramos que la formación de excitaciones de Majorana tienen una influencia sobre la rela-
ción corriente-fase en una juntura Josephson topológica, compuesta por dos aislantes topológicos
superconductores acoplados mediante un punto cuántico. Por medio de la inyección de corriente
a través de un tercer electrodo conectado al punto cuántico, se encuentra que la corriente Jo-
sephson decrece en una manera no convencional. Es posible explicar la discrepancia examinando
el efecto de las cuasipart́ıculas de Majorana en las diferentes contribuciones de corriente.
Perspectivas
Examinar si existen efectos de inversión en la relación corriente fase cuando se considera el borde
zigzag y temperaturas cercanas a la cŕıtica.
En el problema de la juntura Josephson topológica cuyo enlace débil es un punto cuántico, se
puede examinar la estad́ıstica de los portadores mediante la inyección de corriente a través de
un tercer electrodo que está en el estado normal. Se deben obtener las funciones de Green en
función del tiempo, para lo que es necesario obtener las funciones de Green en todo el rango de
enerǵıa y realizar la transformación de Fourier respectiva. Este tópico de estudio se conoce en la
literatura como ”Full counting statistics” [145].
Emplear las técnicas de funciones de Green y el enfoque de la aproximación Hamiltoniana para
estudiar sistemas superrconductores compuestos por bicapas de grafeno superconductoras. Re-
cientemente, se ha logrado obtener superconductividad en sistemas de carbón puro [146], los
cuales con bicapas de grafeno que poseen un ángulo de rotación entre ellas.
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[45] T. Löfwander, V. S. Shumeiko, G. Wendin. Andreev bound states in high Tc superconducting
junctions. Supercond. Sci. Technol., 14(5):R53–R57, 2001.
[46] T. P. Devereaux, P. Fulde. Multiple andreev scattering in superconductor-normal metal-
superconductor junctions as a test for anisotropic electron pairing. Phys. Rev. B, 47(21):14638–
14641, 1993.
134 BIBLIOGRAFÍA
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[66] Imre Hagymási, Andor Kormányos, József Cserti. Josephson current in ballistic superconductor-
graphene systems. Phys. Rev. B, 82:134516, 2010.
[67] C. W. J. Beennaker. Search for majorana fermions in superconductors. Annu. Rev. Con-
dens.Matter Phys, 4:113–136, 2013.
[68] Anindya Das, Yuval Ronen, Yonatan Most, Yuval Oreg, Moty Heiblum, Hadas Shtrikman. Zero-
bias peaks and splitting in an al–inas nanowire topological superconductor as a signature of
majorana fermions. Nat. Phys., 8(12):887–895, 2012.
[69] Leonid P. Rokhinson, Xinyu Liu, Jacek K. Furdyna. The fractional a.c. Josephson effect in
a semiconductor–superconductor nanowire as a signature of Majorana particles. Nat. Phys.,
8(11):795–799, 2012.
[70] Roman L. Dutchyn, Jay. D. Sau, S. Das Sarma. Majorana fermions and a topological phase
transition in semiconductor superconductor heterostructures. Phys. Rev. Lett., 105(7):077001,
2010.
[71] A. Y. Kitaev. Unpaired majorana fermions in quantum wires. Usp. Fiz. Nauk (Suppl.),
171(10):131–136, 2001.
[72] Martin Leijnse, Karsten Flensberg. Introduction to topological superconductivity and majorana
fermions. arXiv, cond-mat(1206.1736):1–21, 2012.
[73] S. Russo, M. Kroug, T. M. Klapwijk, A. F. Morpurgo. Experimental observation of bias-
dependent nonlocal andreev reflection. Phys. Rev. Lett., 95(2):027002, 2005.
[74] A. Levy Yeyati, F. S. Bergeret, A. Mart́ın-Rodero, T. M. Klapwijk. Entangled Andreev pairs
and collective excitations in nanoscale superconductors. Nature Physics, 3(7):455–459, 2007.
[75] K. S. Novoselov, A. K. Geim, S. V. Morozov, et. al. Supporting online material.
www.sciencemag.org/cgi/data/306/5696/666/DC1/1, pages 1–4, 2004.
[76] K. S. Novoselov, D. Jiang, F. Schedin, et. al. Two−dimensional atomic crystals. PNAS,
102(30):10451–10453, 2005.
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ductor surface. Physica B, 404(18):2799–2801, 2009.
[89] L. Brey, H. A. Fertig. Electronic states of graphene nanoribbons studied with the Dirac equation.
Phys. Rev. B, 73(23):235411, 2006.
[90] D. S. L. Abergel, V. Apalkov, J. Berashevich, K. Ziegler, Tapash Chakraborty. Properties of
Graphene: A Theoretical Perspective. Adv. Phys., 59:261–482, 2010.
[91] P. R. Wallace. The band theory of graphite. Phys. Rev., 71(9):622–634, 1947.
[92] J. C. Slonczewski, P. R. Weiss. Band structure of graphite. Phys. Rev., 109(2):272–279, 1958.
[93] A. H. Castro Neto, F. Guinea, N. M. R. Peres, K. S. Novoselov, A. G. Geim. The electronic
properties of graphene. Rev. Mod. Phys., 81(1):109–162, 2009.
[94] S. Reich, J. Maultzsch, C. Thomsen, P. Ordejón. Tight-binding description of graphene. Phys.
Rev. B, 66(3):035412, 2002.
[95] T. Ando. Theory of Electronic States and Transport in carbon nanotubes. J. Phys. Soc. Jpn.,
74(3):777–817, 2005.
[96] G. W. Semenoff. Condensed-matter simulation of a three dimensional anomaly. Phys. Rev. Lett.,
53(26):2449–2452, 1984.
[97] Vladimir Fal’ko. Graphene: Quantum information on chicken wire. Nature Physics, 3(3):151–152,
2007.
BIBLIOGRAFÍA 137
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